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Vorwort

Das vorliegende Buch ist Teil einer Vorlesungsausarbeitung [1,2, 3, 4] des Zyklus
Theoretische Physik I bis IV. Es gibt den Stoff meiner Vorlesung Theoretische Phy-
sik II tiber die Elektrodynamik wieder.

Die Darstellung bewegt sich auf dem durchschnittlichen Niveau einer Kursvor-
lesung in Theoretischer Physik. Der Zugang ist eher intuitiv anstelle von deduktiv;
formale Ableitungen und Beweise werden ohne besondere mathematische Akribie
durchgefiihrt.

In enger Anlehnung an den Text, teilweise aber auch zu dessen Fortfiihrung
und Erginzung werden iiber 100 Ubungsaufgaben gestellt. Diese Aufgaben erfiil-
len ihren Zweck nur dann, wenn sie vom Studenten moglichst eigenstindig bear-
beitet werden. Diese Arbeit sollte unbedingt vor der Lektiire der Musterlosungen
liegen, die im Arbeitsbuch zur Theoretischen Physik [S] angeboten werden. Neben
den Losungen enthilt das Arbeitsbuch ein kompaktes Repetitorium des Stoffs der
Lehrbiicher [1, 2, 3, 4].

Der Umfang des vorliegenden Buchs geht etwas tiber den Stoff hinaus, der wih-
rend eines Semesters in einem Physikstudium iiblicherweise an deutschen Univer-
sitdten behandelt wird. Der Stoff ist in Kapitel gegliedert, die im Durchschnitt etwa
einer Vorlesungsdoppelstunde entsprechen. Natiirlich bauen verschiedene Kapitel
aufeinander auf. Es wurde aber versucht, die einzelnen Kapitel so zu gestalten, dass
sie jeweils moglichst abgeschlossen sind. Damit wird einerseits eine Auswahl von
Kapiteln fiir einen bestimmten Kurs (etwa in einem Bachelor-Studiengang) erleich-
tert, in dem der Stoff stirker begrenzt werden soll. Zum anderen kann der Student
leichter die Kapitel nachlesen, die fiir ihn von Interesse sind.

Es gibt viele gute Darstellungen der Elektrodynamik, die sich fiir ein vertie-
fendes Studium eignen. Ich gebe hier nur einige wenige Biicher an, die ich selbst
bevorzugt zu Rate gezogen habe und die gelegentlich im Text zitiert werden. Als
Standardwerk mochte ich die Klassische Elektrodynamik von Jackson [6] hervorhe-
ben. Empfohlen sei auch die Klassische Feldtheorie der Lehrbuchreihe von Landau-
Lifschitz [7]. Im Ubrigen sollte jeder Physikstudent einmal die Feynman Lectures
[8] gelesen haben.

Bei Michael Lenz (Dresden), Hans Walliser und anderen Lesern friitherer Auf-
lagen bedanke ich mich fiir wertvolle Hinweise. Weitere Hinweise, Anregungen
oder Kritik sind jederzeit willkommen, etwa iiber den Kontaktlink auf meiner
Homepage www?2 .uni-siegen.de/~flieba/. Auf dieser Homepage finden
sich auch eventuelle Korrekturlisten.

Siegen, April 2012 Torsten FlieBbach
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Einleitung

In der Punktmechanik stehen die Bahnkurven r(¢) von Teilchen und ihre Bewe-
gungsgleichungen im Mittelpunkt. Im Gegensatz dazu sind in der Elektrodynamik
Felder die grundlegenden GroBen. Der Feldbegriff diirfte bereits aus einfachen An-
wendungen der Kontinuumsmechanik (etwa der Saitenschwingung) bekannt sein.
Die elektromagnetischen Felder E(r, t) und B(r, t) werden durch die Kraft F de-
finiert, die sie auf eine Ladung ¢ ausiiben:

F=qEr t)+q>xB(r, 1) (Definition der Felder)
C

Hier ist r der Ort und v die Geschwindigkeit der Ladung. Es wird das Gauf3sche
Mafsystem verwendet; ¢ ist die Lichtgeschwindigkeit.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Felder heilen Feldgleichungen. Sie sind par-
tielle Differenzialgleichungen, die das raumzeitliche Verhalten der Felder bestim-
men. Die Feldgleichungen des elektromagnetischen Felds sind die Maxwellglei-
chungen:

) 10B ) 10E 47
divE =4ng, 1motE4+-—=0, divB=0, rmotB——-——=—
c ot c ot c
Die Ladungsdichte o(r, #) und die Stromdichte j(r, t) sind Quellen des Felds. Die
Maxwellgleichungen sind die Grundgleichungen der Elektrodynamik. Ihre Begriin-
dung, ihre Eigenschaften, Implikationen und Losungen werden im vorliegenden
Buch untersucht.

Ebenso wie andere Naturgesetze oder Grundgleichungen der Physik sind die
Maxwellgleichungen nicht ableitbar oder beweisbar. Sie konnen entweder als Pos-
tulat aufgestellt oder als Verallgemeinerung von Schliisselexperimenten (etwa der
Messung der Coulombkraft) plausibel gemacht werden. Wir gehen im Folgenden
den zweiten Weg, der einer idealisierten historischen Entwicklung entspricht. Aus
den Maxwellgleichungen werden zahlreiche Folgerungen abgeleitet, die experi-
mentell iiberpriift werden kénnen.

Fiir statische Phiinomene verschwinden die Zeitableitungen in den Maxwell-
gleichungen. Dann zerfallen sie in zwei unabhingige Gleichungspaare, ndmlich
einerseits div E = 47p und rot E = 0, und andererseits rot B = (4mw/c) j
und div B = 0. Dies sind jeweils die Feldgleichungen der getrennten Gebiete der
Elektrostatik (Teil 1) und der Magnetostatik (Teil 11II).

1
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2 Einleitung

Fiir zeitabhiingige Prozesse sind elektrische und magnetische Felder miteinan-
der gekoppelt; dies kommt im Faradayschen Induktionsgesetz und im Maxwell-
schen Verschiebungsstrom zum Ausdruck. Auflerdem transformieren sich die Fel-
der E und B ineinander, wenn man von einem Inertialsystem zu einem anderen
tibergeht. Die Aufspaltung in elektrische und magnetische Phidnomene ist daher
vom Beobachter abhidngig und insofern teilweise willkiirlich. Wir werden zeigen,
dass die aus der Mechanik bekannte Lorentztransformation die Transformation des
elektromagnetischen Felds bestimmt, und dass die Maxwellgleichungen ihre Form
bei diesen Transformationen nicht dndern. Die grundlegenden Eigenschaften der
Maxwellgleichungen werden in Teil IV untersucht. Dabei wird auch die allgemeine
Losung fiir raumlich begrenzte Ladungs- und Stromverteilungen angegeben.

Der Teil V behandelt die wichtigsten Anwendungen der Maxwellgleichungen.
Dazu gehoren insbesondere elektromagnetische Wellen, die Strahlungsfelder von
beschleunigten oder oszillierenden Ladungen, die Streuung von Licht an Atomen
und der Schwingkreis.

Die Maxwellgleichungen gelten auch in Materie (Teil VI). Die Felder und die
Quellen werden nach dem Gesichtspunkt der Unterscheidung zwischen der Sto-
rung und der Reaktion der betrachteten Materie aufgeteilt. Fiir die relevanten Felder
erhalten wir dann zunichst mikroskopische Maxwellgleichungen und Response-
funktionen. Erst danach erfolgt der Ubergang zu makroskopischen Maxwellglei-
chungen und genidherten Responsebeziehungen. Die Responsefunktionen werden
in einfachen Modellen der Physik der kondensierten Materie berechnet. Die Eigen-
schaften von elektromagnetischen Wellen in Materie und die damit verbundenen
Phinomene Dispersion und Absorption werden eingehend untersucht.

Teil VII fiihrt in die Anfangsgriinde der Optik ein. Zunéchst wird die Ableitung
des Huygensschen Prinzips diskutiert. Danach werden die Interferenz und Beugung,
sowie die Reflexion und Brechung untersucht. Zum Schluss gehen wir noch kurz auf
die geometrische Optik ein.



I Tensoranalysis

I Gradient, Divergenz und Rotation

Im hier beginnenden Teil I werden notwendige mathematische Grundlagen zusam-
mengestellt. Dabei geht es vor allem um die Tensoranalysis, die die Differenziation
und Integration von Tensorfeldern behandelt.

Kapitel 1 fiihrt die koordinatenunabhéingigen und anschaulichen Definitionen
der Vektoroperationen Gradient, Divergenz und Rotation ein. In Kapitel 2 wer-
den Tensorfelder formal durch ihr Verhalten unter orthogonalen Transformationen
definiert; auBerdem wird das praktische Rechnen mit den Vektoroperationen de-
monstriert. In Kapitel 3 wird die §-Funktion eingefiihrt, die Beziehung A(1/r) =
—47 §(r) abgeleitet und ein Vektorfeld durch seine Quellen und Wirbel dargestellt.
Kapitel 4 befasst sich mit Lorentztensorfeldern.

Wir betrachten ein beliebiges skalares Feld @ (r) und ein beliebiges Vektorfeld
V (r) im dreidimensionalen Raum. Die formale Definition der Eigenschaften Ska-
lar und Vektor wird in Kapitel 2 nachgeholt. Wir setzen die Differenzierbarkeit
der auftretenden Funktionen voraus. Fiir die im Folgenden untersuchten partiellen
Ortsableitungen spielt eine eventuelle Zeitabhidngigkeitin @ (r, t) und V (r, t) keine
Rolle; sie wird daher in der Notation unterdriickt.

Wir definieren folgende Differenzialoperationen:

1. Der Gradient eines skalaren Felds @ wird mit grad @ bezeichnet. Die Kom-
ponente des Vektorfelds grad @ in Richtung eines beliebigen Einheitsvektors
n wird durch

@ Ar) — @
n-grad &(r) = lim (r+"A;) ) (1.1)

definiert. Die GroBe n - grad @ ist die Ableitung von @ in dieser Richtung.
Die geometrische Bedeutung des Gradienten ist in Abbildung 1.1 illustriert.
3
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4 Teil I Tensoranalysis

Y grad @

Abbildung 1.1 Die Abbildung zeigt
einige Hohenlinien @ (x, y) = const.
Im Dreidimensionalen werden diese
Hohenlinien zu den Flichen @ (r) =
@(x, y,z) = const. Der Gradient von
@ steht senkrecht auf diesen Flidchen.
Er zeigt in die Richtung des stirksten
Anstiegs von @; sein Betrag ist pro-
portional zu diesem Anstieg.

N

@ = const.

2. Die Divergenz eines Vektorfelds V wird mit div V' bezeichnet. Das skalare
Feld divV wird durch

1
divV(r) = A11i7m0 E}é dA -V (1.2)
- AA

definiert. Hierfiir wird ein Volumenelement! AV bei r betrachtet; iiber seine
Oberfliche AA wird das Skalarprodukt V - dA aufsummiert. Die geometri-
sche Bedeutung der Divergenz ist in Abbildung 1.2 illustriert.

3. Die Rotation eines Vektorfelds V wird mit rot V bezeichnet. Die Komponen-
te des Vektorfelds rot V in Richtung eines beliebigen Einheitsvektors n wird
durch

1 AA
n .rotV(r):Alfi‘moﬂf dr -V, n:ﬂ (1.3)
- AC

definiert. Hierfiir wird ein Flichenelement AA || n bei r betrachtet; iiber sei-
nen Rand AC wird das Skalarprodukt V - dr aufsummiert. Die geometrische
Bedeutung der Rotation ist in Abbildung 1.3 illustriert.

Die Definitionen (1.1)—(1.3) haben folgende Vorteile:

e Sie machen die Bedeutung der Differenzialoperationen fiir physikalische Fel-
der deutlich.

e Sie sind unabhingig von der Koordinatenwahl.

e Aus ihnen folgen sofort wichtige Integralsitze.

"n der Regel wird das Volumen mit dem Buchstaben V bezeichnet. In Formeln, in denen ein
Vektorfeld V oder seine Komponenten V; auftreten, verwenden wir jedoch den etwas anderen Buch-
staben V fiir das Volumen.
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divV =0 divV >0 divV grof

Abbildung 1.2 Zur Berechnung der Divergenz (1.2) wird ein kleines Volumen AV be-
trachtet (hier speziell kugelformig). Wenn das Vektorfeld V im Bereich des Volumens kon-
stant ist (links), verschwindet die Divergenz. Nimmt V dagegen in Feldrichtung zu (Mitte),
so ist div V positiv. Die Divergenz wird maximal, wenn das Vektorfeld durchweg parallel
zum Flichenvektor dA der Oberfliche von AV ist (rechts). Das Vektorfeld hat hier eine
Quelle; allgemein ist div V' ein MaB fiir die Quellstirke des Felds.

//j\ 4 //f\ v P
/// /<>/ /7 /(\>/ / \
/ \ }4 | ln’ \T
‘\\ / /fdr \\ / ) dr ‘\\ dr//k
N \\\f/j, \:\__:/

n-rotV =0 n-rotV >0 n-rotV grof

Abbildung 1.3 Zur Berechnung der Rotation (1.3) wird eine kleine Fliche AA (hier spe-
ziell kreisformig) mit dem Normalenvektor r (senkrecht zur Bildebene) betrachtet. Wenn
das Vektorfeld V im Bereich der Fldche konstant ist (links), verschwindet die Rotation.
Nimmt V dagegen quer zur Feldrichtung zu (Mitte), so ist z - rot V ungleich null. Die Rota-
tion wird maximal, wenn das Vektorfeld durchweg parallel zum Wegelement dr des Rands
von AA ist (rechts). Das Vektorfeld hat hier einen Wirbel; allgemein ist |rot V| ein MaB
fiir die Wirbelstirke des Felds.
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e; €y

A(+Ax,y+Ay,z+Az)
V(x+ Ax,y,7)
AA = —e, Ay Az i|

/ |

Vix,y,2)

(x,y,2) e,

Abbildung 1.4 Zur Berechnung von div V in kartesischen Koordinaten wird ein quader-
formiges Volumen AV = Ax Ay Az gewihlt. Die Beitrdge aller sechs Seitenflichen zum
Flichenintegral ¢ dA - V werden aufsummiert und durch AV geteilt.

Kartesische Koordinaten
Fiir kartesische Koordinaten lautet der infinitesimale Ortsvektor

dr =dxe,+dye, +dze, (1.4)

Diese Grofie wird auch als Wegelement bezeichnet.

Wir werten die Definitionen (1.1) bis (1.3) fiir kartesische Koordinaten aus. In
(1.1) wihlen wir n = e,; dann gilt dr = dx e,. AuBlerdem setzen wir @ (r) =
D(x,y, z) ein:

Px+dx,y,2)—Px,y,2) 0P

e -grad®d = 1.5
v g I o (1.5)
Dies ist die x-Komponente des Vektors grad @. Insgesamt erhalten wir
. P n 0P 4 0P (1.6)
ra = —e+—e +—e .
g ax 3y 7 az °
Im Folgenden verwenden wir auch die abkiirzende Schreibweise
P a
0y® =—  oder 0,=— (1.7)
ax ax
Durch
Vo(r) = grad®(r) (1.8)

definieren wir den Nabla-Operator V. Der Vergleich mit (1.6) ergibt
V=e:0,+e,0y+e;0; (1.9)
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ey
V(x,y+ Ay, 2)
< =/ (x + Ax,y+ Ay, 2)
Ar = —e, Ax
V(X,y,2)
(x,¥,2) ¢ >
Ar = e, Ax e,

Abbildung 1.5 Zur Berechnung von e, - rot V in kartesischen Koordinaten wird eine
Rechteckfliche AA = Ax Ay gewihlt. Die Beitrige aller vier Seiten zum Linienintegral
¢ dr - V werden aufsummiert und durch AA geteilt.

Zur Auswertung von div V' betrachten wir das in Abbildung 1.4 gezeigte Volumen-
element Ax Ay Azbeir := (x, y, z). Wir werten § dA -V fiir die in der Abbildung
markierten Fldchen aus:

?gdA LV = Ay Az (Vx(x tAX,T.7) — vx(x,y,Z)) T (1.10)

Der Integrand [V, (x + Ax,y, z) — Vi(x, y, z)] wurde vor das Integral gezogen.
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ist er dann an einer geeigneten (un-
bekannten) Stelle y, z im betrachteten Integrationsbereich zu nehmen. Wir realisie-
ren den Grenzfall AV — 0 durch Ax — 0, Ay — Ound Az — 0. Dann gehen die
unbekannten Argumente y und z gegen y und z und wir erhalten

A Az(V(x+Ax ) — Vi(x )) avso_ Ve gy
Ax Ay Az * e T T = ox '
Die in (1.2) verlangte Summation iiber alle Fliachen ergibt somit
v, v, V.
divV=—"+4+-—"4+——2=vV.V (1.12)

ox ay 0z

Die Divergenz kann also durch das Skalarprodukt mit dem Nabla-Operator ausge-
driickt werden; dabei wirken die Differenzialoperatoren in V auf alle rechts stehen-
den GroBen.

Zur Auswertung von rot V' betrachten wir das in Abbildung 1.5 gezeigte Fla-
chenelement AA = Ax Ay e, beir := (x,y, z). Wir werten ﬁdr -V die in der
Abbildung markierten Randstiicke aus:

ygdr-VzAx(Vx(f,y,z)—Vx(f,y+Ay,z)>+... (1.13)
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Dabei wurde wieder der Mittelwertsatz der Integralrechnung verwendet. Geteilt
durch AA = Ax Ay und im Limes Ax — O und Ay — 0 ergibt der angeschriebe-
ne Term — 9V, /dy. Insgesamt erhalten wir
vy, V.
rotV), = — — —=
(rot V), = == 3y
Die Rotation kann durch das Vektorprodukt mit dem Nabla-Operator (1.9) ausge-
driickt werden.

und rotV=VxV (1.14)

Orthogonale Koordinaten

Die Definitionen (1.1) —(1.3) sind koordinatenunabhéngig; sie lassen sich daher fiir
beliebige Koordinaten auswerten. Ein praktisch wichtiger Fall sind orthogonale Ko-
ordinaten; hierzu gehoren Kugel-, Zylinder- und elliptische Koordinaten. Fiir kar-
tesische, Zylinder- und Kugelkoordinaten sind die expliziten Formen der giingigen
Differenzialoperatoren in Anhang C angegeben.

Wir bezeichnen die Koordinaten mit gy, g2 und g3. Von lokal orthogonalen
Koordinaten sprechen wir, wenn die drei infinitesimalen Vektoren dr, die vom
Punkt (g1, g2, g3) jeweils nach (¢1 + dqi1, g2, q3) und (q1. 92 + dq2, q3) und
(91, 92, q3 + dg3) zeigen, ein orthogonales Dreibein aufspannen. Wir definieren
e1, e, e3 als die orthonormierten Basisvektoren dieses Dreibeins; fiir Kugelkoordi-
naten sind dies die Vektoren e, eg und ey. Der wesentliche Unterschied zu karte-
sischen Koordinaten besteht darin, dass diese Basisvektoren von dem betrachteten
Punkt, also von den Koordinaten g1, g2, g3 abhéngen; daher spricht man von lokal
orthogonalen Koordinaten. Kartesische Koordinaten sind dagegen global orthogo-
nal.

Definitionsgemal zeigt e; von (q1, g2, g3) nach (g1 +dq1, g2, g3). Das zugeho-
rige Wegelement ist proportional zu dg; e1; den Proportionalititsfaktor bezeichnen
wir mit 1. Das Wegelement dr von (q1, g2, g3) nach (g1 +dq1, g2 +dqz, g3 +dgqz)
ist dann von der Form

3
dr =Y hidg; e (1.15)
i=1
Speziell fiir kartesische (x, y, z), Zylinder- (p, ¢, z) und Kugelkoordinaten (r, 6, ¢)
lautet das Wegelement
dx e, +dye,+dze;
dr =4 dpe,+pdypey,+dze, (1.16)
dr e, +rdf eg+rsind do ey
Hieraus lesen wir die h; ab:
(1,1, 1) (Kartesische Koordinaten)
(hi, hy, h3) = (1, p, 1) (Zylinderkoordinaten) (1.17)
(1, r, rsin®) (Kugelkoordinaten)
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Die Felder werden in den jeweiligen Koordinaten und Basisvektoren ausgedriickt:

3
D) =D(q1.q2.q3). V)= Vilq.q.q3)e (1.18)
i=1
Die Ableitung der Vektoroperationen aus (1.1)—(1.3) erfolgt analog zu der in karte-
sischen Koordinaten. Wegen der lokalen Orthogonalitit kann AV in (1.2) als Qua-
der und AA in (1.3) als ein Rechteck gewihlt werden. Die Seitenldngen sind durch
h; dgq; gegeben. Die Ergebnisse dieser Verallgemeinerung sind:

190
grad® = V@ = —— ¢ (1.19)
= hi 0qi
1 0 (hah3 'V, d(h1h3V, d(h1hy V-
divy — [(231)+(132)+(123)} (1.20)
hihohs g1 agq2 0q3
1 d(h3 V- d(hy V-
rotV = [ (hsVs) _ 3ha 2)} e + zyklisch (1.21)
hahs 9g2 993
Aus (1.19) folgt der Nabla-Operator
S
V= ;i — — 1.22
2e hi 9g; (122

i=l1

Alle Vektoroperationen konnen durch den Nabla-Operator ausgedriickt werden:

grad® =V o, divvV=V.V, rotV=VxV (1.23)

Da die Operationen auf den rechten Seiten (wie zum Beispiel das Vektorprodukt)
koordinatenunabhiéngig definiert sind, geniigt es, die Giiltigkeit dieser Aussagen fiir
kartesische Koordinaten zu zeigen; dies wurde oben gemacht. Fiir beliebige Koordi-
naten ist (1.23) so zu verstehen, dass durch die erste Relation (mit dem Gradienten
aus (1.1)) der Nabla-Operator definiert wird. Dann konnen die Divergenz und die
Rotation gemif (1.23) mit diesem Operator definiert werden (anstelle von (1.2) und
(1.3)). Wenn man diese Form benutzt, muss man allerdings beachten, dass die par-
tiellen Ableitungen d/d¢q; auch auf die Basisvektoren in V wirken; im Gegensatz
zu kartesischen Koordinaten gilt im Allgemeinen de; /dg; # 0.

Im Folgenden werden wir die beiden Seiten der Gleichungen in (1.23) gleich-
wertig nebeneinander benutzen. Im amerikanischen Sprachraum wird fast immer
die Schreibweise mit den Nabla-Operator benutzt. Im deutschen Sprachraum iiber-
wiegt die Schreibweise mit grad, div und rot. In konkreten Rechnungen verwendet
man aber auch hier meist die Schreibweise dem Nabla-Operator.

Ein weiterer wichtiger Differenzialoperator ist der Laplace-Operator

A = div grad ! [ 9 <h2h3 9 >+ ki h} (1.24)
= d1v er = _— _ Z 1SC .
g hihahz | 9q1 \ h1 9q1 Y
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Durch A = divgrad ist der Laplace-Operator koordinatenunabhingig definiert.
Aus (1.19) und (1.20) folgt die angegebene Form fiir orthogonale Koordinaten.

Vektoroperationen (wie das Skalar- und Vektorprodukt, der Gradient, die Di-
vergenz und die Rotation) konnen koordinatenunabhéngig definiert werden. Daher
sind Vektorgleichungen (zum Beispiel rotgrad @ = 0 fiir beliebiges @) invariant
gegeniiber Koordinatentransformationen. Zum Beweis einer solchen Gleichung ge-
niigt es dann, ihre Giiltigkeit fiir spezielle Koordinaten zu zeigen. Man wihlt dazu
die Koordinaten, fiir die der Beweis am einfachsten zu fiihren ist; dies sind meist
kartesische Koordinaten. In Kapitel 2 wird das Rechnen mit dem Nabla-Operator in
kartesischen Koordinaten noch néher beschrieben.

Integralsitze

Aus der Definition der Divergenz (1.2) folgt durch Integration iiber ein endliches
Volumen V

/d'V divV = % dA -V Gaul3scher Satz (1.25)
v A

Hierbei ist A = A('V) der (glatte) Rand des Volumens V.
Aus der Definition der Rotation (1.3) folgt durch Integration iiber eine endliche
Fliache A

/dA -rotV = yg dr -V Stokesscher Satz (1.26)
A c

Dabei ist C = C(A) der (glatte) Rand der Fliche A. Zur Ableitung von (1.25)
denken wir uns das Volumen V in kleine Teilvolumina zerlegt:

dvdivy =Y AV, divV(r;) = fdA-v (1.27)

Der erste Schritt folgt aus der Bedeutung des Integrals, der zweite aus (1.2). Im
letzten Ausdruck tritt jede Fliche, die zwischen zwei Teilvolumina liegt, zweimal
auf, und zwar mit jeweils unterschiedlicher Orientierung. Diese Flidchenbeitrige
heben sich daher auf; iibrig bleibt nur die Auflenfliche A des Volumens V, also die
rechte Seite von (1.25). Die Ableitung von (1.26) erfolgt entsprechend, wobei (1.3)
anstelle von (1.2) betrachtet wird.

Fiir ein Vektorfeld ist Wirbelfreiheit gleichbedeutend mit der Wegunabhéngig-
keit des Linienintegrals:

2
rotV=0 <«— / dr - V = wegunabhingig (1.28)
1

Die linke Seite soll in einem einfach zusammenhingenden Bereich gelten (zum Bei-
spiel im gesamten Raum). Die im rechten Teil betrachteten Wege sollen in diesem
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Bereich liegen. Zum Beweis betrachtet man zwei Wege C; und Cj, die von 1 nach
2 fiihren. Wenn die Wege verschieden sind und sich nicht tiberschneiden, schlieen
sie eine Fliache A ein, so dass

2 2
7{ dr~V=/ dr-V—/ dr -V (1.29)
Rand von A 1,Cy 1,Co

Ist nun rot V = 0, dann ist nach dem Stokesschen Satz die linke Seite null; also
sind die Linienintegrale fiir beliebige Wege C; und C, gleich. Ist andererseits das
Linienintegral fiir beliebige Wege gleich (rechte Seite von (1.28)), dann folgt aus
(1.29) fiir eine beliebige infinitesimale Fldache 55 V - dr = 0; nach der Definition
(1.3) impliziert dies dann rot V = 0. Damit sind beide Schlussrichtungen in (1.28)
gezeigt. Falls die beiden Wege sich tiberschneiden, ist (1.29) fiir jeden Teilbereich
zwischen zwei Schnittpunkten zu verwenden.

Greensche Sitze

Wir betrachten zwei beliebige skalare Funktionen @ (r) und G(r) und setzen das
Vektorfeld V = @ (VG) in den Gauf3schen Satz ein:

/d'V ((vo)-(VG)+ @ AG) = f dA-®(VG) (1. Greenscher Satz)
v

A (1.30)
Dabei wurde V - (@ VG) = (V@) - (VG) + @ AG verwendet. Wir schreiben das
entsprechende Ergebnis fiir V = G (V@) an und subtrahieren beide Gleichungen
voneinander. Dies ergibt

/d"v (P AG -G AD) = yg dA-(@VG - GV) (2. Greenscher Satz)
1% A

(1.31)
Dabei ist A = A(V) die (zumindest stiickweise glatte) Oberflache des Volumens
V. Es wird vorausgesetzt, dass die zweiten partiellen Ableitungen der Funktionen
@ und G stetig sind.
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Aufgaben
1.1 Verifikation des Stokesschen Satzes
Verifizieren Sie den Stokesschen Satz fiir das Vektorfeld
V=0Ux/3-2y)ex+(3By—x)e,
und die Fliche
A={r: (/3% + (/2> <1, =0}

1.2 Verifikation des Gaufischen Satzes

Verifizieren Sie den GauBschen Satz fiir das Vektorfeld
V=axe.+bye,tcze;

und die Kugel x* + y2 + 7z < R2.

1.3 Elliptische Zylinderkoordinaten

Durch die Transformation

r=qg y=y(a2-0)(1-4¢}). z=q¢ (132

sind die elliptischen Zylinderkoordinaten g; definiert. Die Transformation hingt von
einem Parameter £ ab; die Koordinatenwerte sind durch g1 > ¢ > 0, |q2] < 1,
|g3| < oo eingeschrinkt.

Skizzieren Sie die Koordinatenlinien ¢; = const. und ¢o = const. in der x-y-
Ebene. Zeigen Sie, dass es sich um orthogonale Koordinaten handelt. Geben Sie /1,
h2, h3 an, und driicken Sie die Einheitsvektoren ey, e;, e3 durch ey, ey, e, aus.

1.4 Rotation fiir orthogonale Koordinaten

Gehen Sie von der Definition (1.3) der Rotation aus. Zeigen Sie fiir orthogonale
Koordinaten

rotV =

1 [3(’13V3) _0(ha V)

e; + zyklisch
hah3 92 g3 ] ! Y

1.5 Divergenz fiir orthogonale Koordinaten

Gehen Sie von der Definition (1.2) der Divergenz aus. Zeigen Sie fiir orthogonale
Koordinaten
1

divV =
h1h2h3[

d(hah3Vy)  d(h3hV2) 3(h1h2V3):|
+ +
9q1 g 993



2 Tensorfelder

Tensoren kénnen durch ihre Komponenten in kartesischen Koordinaten dargestellt
werden. Die Tensoreigenschaft wird formal durch das Verhalten dieser Komponen-
ten unter orthogonalen Transformationen definiert. In der Elektrodynamik spielt die
Differenziation von Tensorteldern eine wichtige Rolle. Das Rechnen mit den diffe-
renziellen Vektoroperationen wird in einer Reihe von Beispielen demonstriert.

Orthogonale Transformationen

Im gewohnlichen dreidimensionalen Raum fiihren wir ein kartesisches Koordina-
tensystem KS mit den Koordinaten (x1, x2, x3) = (x, y, z) und den orthonormierten
Basisvektoren (eq, €2, e3) = (ey, €y, ;) ein. Im selben Raum kdnnen wir ein rela-
tiv dazu gedrehtes kartesisches Koordinatensystem KS' betrachten; KS und KS’ sol-
len denselben Ursprung haben, ihre Achsen seien aber gegeneinander verdreht. Die
Koordinaten von KS" werden mit (x}, x5, x;) und die Basisvektoren mit (e}, €}, €)
bezeichnet.

Ein physikalischer Vektor liegt unabhingig vom Koordinatensystem fest. Physi-
kalische Vektoren sind zum Beispiel das elektrische Feld E, der Ortsvektor r = rp
eines Teilchens P (sieche Abbildung 2.1) oder seine Geschwindigkeit v = drp/dt.
Ein solcher Vektor kann nach den Basisvektoren e; von KS oder den eg von KS’

entwickelt werden:
3 3
r=> xie =y xe (2.1)
i=1 i=1
Multipliziert man r mit einem beliebigen Faktor, so erhalten die Komponenten x;
und x/ ebenfalls diesen Faktor. Daher muss die Relation zwischen den x; und den
x; linear sein:

3
X = Z )i X (Orthogonale Transformation) (2.2)

i=1

Fiir die beiden in (2.1) angegebenen Entwicklungen berechnen wir das Skalar-
produkt:
Z. x.2
ror=r’= o (2.3)

12 _ P
X —Zj’i’kotj,ajkx,xk

13

T. FlieBbach, Elektrodynamik, DOI 10.1007/978-3-8274-3036-6_3
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012
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KS’ KS

(x7, x3)
= (x'?, x/P) Abbildung 2.1 Ein Massenpunkt P habe
172 im KS (hier zweidimensional dargestellt)
, die Koordinatenwerte (xf, xg ) und im ge-
r X drehten KS' andere Werte (x|¥, x;P). Die
Koordinatenwerte sind durch eine orthogo-

X nale Transformation der Form (2.2) ver-
[ ! kniipft.

Beide Ausdriicke miissen fiir beliebige x; gleich sein. Daraus folgt

3
Z aji ajx = ik (Orthogonalitit) 2.4)
j=l1

Dabei ist §;; das durch die Festsetzung

5 — 1 fir i =k 2.5)
k=10 fir i £k '

definierte Kroneckersymbol.

Aus den 3 x 3 Zahlen o kann die Matrix o« = (oj;) gebildet werden, und aus
den drei Zahlen x; der Spaltenvektor x = (x;). Damit wird (2.2) in Matrixschreib-
weise zu

X1 a1 012 13 X1

xé = o1 o2 Q23 X2 oder x/ =X (2.6)
/

X3 03] «32 033 X3

Die Beziehung (2.4) wird zu
ola=1 oder o=« 2.7

Eine solche Matrix heift orthogonal; die zugehorigen Transformationen heillen
ebenfalls orthogonal. Die in Abbildung 2.1 skizzierte Transformation zwischen KS
und KS' ist eine Drehung um die x3-Achse um den Winkel ¢. Sie wird durch die
Matrix

cos¢p sing O
o = | —sing cos¢ O (2.8)
0 0 1

beschrieben. Aus oo = 1 folgt, dass die Spaltenvektoren (wie auch die Zeilen-
vektoren) einer orthogonalen Matrix orthonormiert sind. Man iiberpriift dies leicht
fiir das Beispiel (2.8).
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Wenn wir x’ = ax von links mit aT multiplizieren, erhalten wir die Riicktrans-
formation x = aTx’. In Komponentenschreibweise heiBt das

3
X = ZO{j,‘x; (29)

j=1

Im Folgenden verwenden wir meist die Komponentenschreibweise.

Tensordefinition

Wir definieren nun formal die Eigenschaft ,, Tensor®. Ein Tensor N-ter Stufe ist eine
N-fach indizierte GroBe T;,;,.. ;. die sich komponentenweise so transformiert wie
der Ortsvektor, also

3
Ty v = oo > ity Tjy iy (Tensor) (2.10)

Einen Tensor nullter Stufe bezeichnen wir als Skalar einen Tensor erster Stufe als
Vektor. Mit Tensor ist jeweils die Gesamtheit der indizierten Groflen gemeint; die
einzelnen Groflen T;, ;, selbst sind die Komponenten des Tensors. So sind die x;
die Komponenten des Vektors r oder des Spaltenvektors x = (x;). In vereinfachen-
der Sprechweise bezeichnen wir jedoch auch die indizierte GrofB3e selbst als Vektor
oder Tensor; in den Gleichungen ist aber natiirlich zwischen r, x und x; zu unter-
scheiden.

Aus der Definition (2.10) folgen sofort einige Moglichkeiten zur Konstruktion
von neuen Tensoren. Wenn S und 7" Tensoren sind, dann gilt:

1. Addition: a §;, iy + bT;, iy ist ein Tensor der Stufe N; dabei sind @ und b
Zahlen.

2. Multiplikation: S;, . ;y Tj,...j,, ist ein Tensor der Stufe N + M.

3. Kontraktion: Zj Siy...j...j..iy ist ein Tensor der Stufe N — 2. Insbesondere
sind )", V; Wi und r? = ), x> Skalare.

In (2.5) ist das Kroneckersymbol §;; durch eine Zahlenzuweisung unabhingig vom
KS definiert; in jedem anderen KS’ gilt ebenfalls 8§/, = &;x. Das so festgelegte 8;x
erfiillt die Definition (2.10) eines Tensors, denn

3 3 3
(2.10) 2.4
81{k = Z Z Qin Okl Spp = Z Qin Agp = ik 2.11)

n=1 [I=1 n=1

Das Kroneckersymbol §;; ist also ein Tensor; er wird auch als Einheitstensor be-
zeichnet. Die Matrix (§;x) ist die Einheitsmatrix.
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Durch

+1 falls (i, k,/) gerade Permutation von (1,2, 3)
€ixy = 4 —1 falls (i, k, [) ungerade Permutation von (1, 2, 3) (2.12)
0 sonst

definieren wir den sogenannte Levi-Civita-Tensor €jy; ein; er wird auch total an-
tisymmetrischer Tensor genannt. Er ist zunichst wie §;; eine durch feste Zahlen
definierte, vom KS unabhingige Grofe.

Wenn auf der rechten Seite von (2.10) zusétzlich der Faktor det o steht, dann ist
T ein Pseudotensor. (Aus (2.7) folgt det = %1 ; meist schlieen wir Spiegelungen
aus, so dass deta = 1). Der Levi-Civita-Tensor ist ein solcher Pseudotensor:

2
El{|i2i3 = deta Z Wiy jy Wiy jo Wiz js €jy jojz = (AetQ)” €iyiniy = €ijiniy (2.13)
J1,J2,J3

Das Vektorprodukt (V x W) wird durch

(VW) Z Ze,-k, Vi W, (2.14)

definiert. Wenn V; und W; Vektoren sind, ist (V x W); ein Pseudovektor. Zunichst
ist €11 Vi W, ein Pseudotensor 5-ter Stufe; durch zweifache Kontraktion entsteht
(2.14).

Tensorfelder und ihre Differenziation

Fiir die Elektrodynamik sind vor allem Tensorfelder von Interesse, also Tensoren,
die vom Ort abhingen. Ein Tensorfeld wird definiert als eine indizierte, koordina-
tenabhiingige GroBe 7;,, . ;. die sich gemil

.....

T . iN(x)—Z Za,m...aiNjNlew,,N(x) (Tensorfeld)  (2.15)
J1=1 Jjn=1

transformiert. Im Argument werden die Ortskoordinaten durch x = (xy, x2, x3)
abgekiirzt. Das Argument wird geméal8 (2.2) mittransformiert. Fiir ein skalares Feld
und ein Vektorfeld wird (2.15) zu

3
') =d(). V)= e Vi) (2.16)

j=1

Zu den fiir Tensoren bekannten Moglichkeiten (Addition, Multiplikation, Kontrak-
tion) zur Konstruktion neuer Tensoren kommt bei Tensorfeldern noch die Differen-
ziation hinzu. Dabei verhilt sich d; = d/dx; wie ein Vektor, denn

__Z%E—Za,j (2.17)

j=1
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Aus einem Skalarfeld @ und einem Vektorfeld V; konnen damit durch Differenzia-
tion folgende Tensorfelder gebildet werden:

(grad@(r)), = 0;® (Vektorfeld) (2.18)
3

divvr) = Y oV (Skalarfeld) (2.19)
i=1
3

(rotV(r), = Y € dVi  (Pseudovektorfeld) (2.20)

k=1

Die Tensoreigenschaft der entstehenden GroBe folgt aus den Tensoreigenschaften
der konstituierenden GroBen (@, V;, 9;, €;4;) und aus den Rechenregeln zur Bildung
neuer Tensoren (Multiplikation und Kontraktion).

Kovarianz

Die Tensoren wurden durch ihr Verhalten unter orthogonalen Transformationen de-
finiert; dabei haben wir uns auf kartesische Koordinatensysteme bezogen. Aus der
Definition folgt, dass Tensorgleichungen kovariant, das bedeutet forminvariant, un-
ter orthogonalen Transformationen sind. Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

3
Vi=> S W (2.21)
=1

fiir die Tensoren V;, S;; und W;; die angegebenen GroBen beziehen sich auf ein
bestimmtes KS. Wir schreiben (2.21) in der Matrixform V = S W, multiplizieren
dies von links mit o und fiigen auf der rechten Seite « T = 1 ein. Damit ergibt sich
aV=aSW=aSaTaW,also V' = S’ W’ oder

3
vi=> s;w (2.22)
j=1
Im gedrehten KS’ ist die Gleichung damit von derselben Form wie in KS; die Ten-
sorgleichung ist forminvariant. Ein physikalisches Beispiel ist der Zusammenhang
L; = Zj O;j w;j zwischen dem Drehimpuls L;, dem Trigheitstensor ®;; und der
Winkelgeschwindigkeit w;.

Grundlegende physikalische Gesetze werden in Inertialsystemen (IS) formu-
liert. Man stellt fest, dass alle Raumrichtungen in einem IS gleichwertig sind; diese
Symmetrie wird Isotropie des Raums genannt. Wegen der Isotropie des Raums hin-
gen grundlegende Gesetze nicht von der Orientierung des IS ab. Die Gesetze sind
dann entweder invariant (fiir L = O - w mit der Dyade @) ) oder forminvariant (fiir
Li =) i ©;; w;) unter Drehungen. Diese Punkte sind bereits aus der Mechanik
bekannt (Kapitel 5, 11 und 21 in [1]). In der Elektrodynamik ist die Kovarianz der
Maxwellgleichungen unter den Lorentztransformationen von zentraler Bedeutung
(Kapitel 18).
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Rechnen mit dem Nabla-Operator

Die Vektoroperationen Gradient, Divergenz und Rotation wurden unabhéngig von
der Wahl der Koordinaten definiert (Kapitel 1). Daher sind Vektorgleichungen wie
zum Beispiel

div(@V) =V . .grad® + @ divV (2.23)

invariant gegeniiber Koordinatentransformationen. Wegen dieser Invarianz geniigt
es, den Beweis einer solchen Beziehung fiir spezielle Koordinaten durchzufiihren.
Hierfiir bieten sich kartesische Koordinaten an. Im Folgenden zeigen wir an einer
Reihe von Beispielen, wie solche Beziehungen in kartesischen Koordinaten syste-
matisch bewiesen werden kdnnen.

Zunichst werden grad, div und rot durch den V-Operator ausgedriickt. Alle Vek-
toren werden durch ihre Komponenten dargestellt; Vektorgleichungen wie V.= W
werden in der Form V; = W; angeschrieben. Eventuell auftretende Skalarprodukte
werden durch Kontraktion der zugehorigen Indizes ausgefiihrt. Damit kann (2.23)
wie folgt bewiesen werden:

3 3 3
VA@V)=) ai(@V) =) @®)Vi+ ) ®@V)=V-(VO)+d(V-V)

i=1 i=1 i=1

(2.24)
Fiir
divrotV =0 (2.25)
geben wir einen detaillierten, exemplarischen Beweis an:
divrotV & Zai €ikl Ok Vi Z Zéikz 0; Vi 2 Zékil 0k 0; Vi
ik, ik,l k,i,l (2.26)
4, 5. 6. 7.
= D @ dikVi == eudiVi = =Y eudihV, =0
kil kil ikl

Die einzelnen Schritte in dieser Beweisfiihrung sind:

1. Wegen der Invarianz unter Koordinatentransformation gentigt es, die Aussage
in kartesischen Koordinaten zu beweisen.

2. Die partielle Ableitung 0; wirkt nicht auf €;;;, da diese Grofle aus konstanten
Zahlen besteht.

3. Der Name von Summationsindizes (so genannte gebundene Variable) ist be-
liebig. Daher konnen wir i, k, [ in k, i, / umbenennen.

4. Wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von V;(x) konnen die partiel-
len Ableitungen vertauscht werden. Hier wird die zweimalige Differenzier-
barkeit vorausgesetzt.

5. Fiir den total antisymmetrischen Tensor gilt €x;; = — €.



Kapitel 2 Tensorfelder 19
6. Die Reihenfolge der Summationen wird vertauscht. Dies ist fiir endliche Sum-
men immer moglich.

7. Das Resultat unterscheidet sich von dem dritten Ausdruck in der ersten Zeile
nur durch ein Minuszeichen. Also ist es null.

Der Leser beweise analog hierzu
rot grad® =0 2.27)

Ein weiterer Differenzialoperator ist der Laplace-Operator:

3 2 3
) (1.8,1.9,1.12) a
A = div grad = — = 0; 0; 2.28
: DRSS SUNCES

i=1 ! i=1

Die rechte Seite gilt fiir kartesische Koordinaten. Die koordinatenunabhéngige
Form div grad ist zunichst fiir ein skalares Feld definiert. Der Differenzialoperator
auf der rechten Seite von (2.28) kann aber auch auf ein Vektorfeld V angewandt
werden. Die so definierte Gro3e AV kann durch koordinatenunabhingige Vektor-
operationen ausgedriickt werden:

AV = grad (divV) —rot (rot V) (2.29)

Zum Beweis dieser Beziehung werten wir die rechte Seite in kartesischen Koordi-
naten aus:

(grad divV — rot rot V)l. = Z 0;0; V; — Z €iki Ok €1mn Im Van
J

k,l,m,n

= Zal 8jVj - Z (81m Skn — in Skm)ak Om Vi
J

k,m,n

= D % Vi— Y 00 Vet D %V = AVi = (AV)
j n k

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass die Basisvektoren konstant sind.
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Aufgaben
2.1 Rechnen mit Gradient, Divergenz und Rotation

Zeigen Sie div (V x W) = W -rot V —V -rot W durch Auswertung in kartesischen
Komponenten. Werten Sie analog dazu die Ausdriicke rot (@ V), rot (V x W) und
grad (V - W) aus.
2.2 Tensor zweiter Stufe
Die Gleichung V; = ) i Sij Wi gelte in jedem kartesischen Koordinatensystem. Es
sei bekannt, dass V; und W; Vektoren sind. Zeigen Sie, dass S;; ein Tensor 2-ter
Stufe ist.
2.3 Levi-Civita-Tensor
Zeigen Sie, dass der Levi-Civita-Tensor ein Pseudotensor 2-ter Stufe ist, d.h.

éz{jk = det« Z Q1 Ojyy O €lmn = €j jik

I,m,n

2.4 Produktregel fiir den Nabla-Operator
ZeigenSie V- (r®)=3d +r-grad®.

2.5 Rotation des Gradienten

Beweisen Sie rot grad @ = 0 in kartesischen Komponenten; Kreuzprodukte sollen
dabei mit dem Levi-Civita-Tensor geschrieben werden.

2.6 Kontraktion zweier Levi-Civita-Tensoren

Uberpriifen Sie die Relation

Z €ikl €lmn = Z €ikl €mnl = 5im 8kn - (Sin Skm
l l



3 Distributionen

Zu den skalaren Funktionen @, tiir die A® auszuwerten ist, gehort in der Elektro-
dynamik insbesondere @ = 1/|r|. In Kugelkoordinaten erhalten wir

1 . 1 cacs (9> 2d\1 0 r#0
A - =divgrad - =" (o5 4o ) - = 3.1
r Ve r <8r2+r8r r ? r=0 (3.1

Bei r = 0 ist das Ergebnis zunéchst nicht definiert. Wir werden A(1/r) als die so
genannte §-Funktion identifizieren. Die §-Funktion und verwandte Gréf3en werden
im Folgenden eingefiihrt.

Wir betrachten die Funktion d;(x), die von einem Parameter ¢ abhéngt:

1/¢ -2 <x<{)2
dZ(X) - { so:st

(3.2)

Fiir beliebige stetige Funktionen f(x) berechnen wir das Faltungsintegral mit d¢(x)
und lassen danach ¢ gegen 0 gehen:

xo+£/2

lim /_ dxdite o) fo = fim 5 [ p0) = fim 10 = o)
3.3)

Fiir das Integral wurde der Mittelwertsatz der Integralrechnung benutzt; danach ist
f(X) an einer (unbekannten) Stelle x zwischen xo — £/2 und xo + £/2 zu nehmen.
Abbildung 3.1 illustriert diesen Schritt.

Man kann auch andere Funktionen dy(x) konstruieren, fiir die (3.3) gilt. Es ge-
niigt, dass die Funktion dy(x) positiv ist, in einem Bereich der Gréfe £ bei x = 0
lokalisiert und auf 1 normiert ist. Ein Beispiel ist

de(x) = ! ex (_x_2> 3.4
ey J2n e P\72e2 '

Fiir die Faltung (3.3) fiihren wir die abkiirzende Schreibweise

(0] o0
lim dx doy(x — x9) f(x) = / dx 6(x — x9) f(x) 3.5)
=0 J_~o — 00
mit der §-Funktion
S(x) = }ilr%) de(x) (Limes erst nach Integration) 3.6)
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e - - — - - fx)

dy(x)

A Abbildung 3.1 Die Funktion
/ dy(x — xg) ist nur in einem In-
tervall der Grofle ¢ ungleich

null. Fir £ — 0 ergibt die
| Faltung mit einer Testfunktion
X0 X f(x) den Wert f(xp).

ein. Dabei ist der Limes in (3.6) als Vorschrift im Sinn von (3.5) zu verstehen; er
ist also erst nach der Integration auszufiihren. Wiirde man diese Bedingung weg-
lassen, ergibe (3.6) null fiir x # 0 und unendlich bei x = 0. Das Integral hieriiber
wire dann null (oder nicht definiert, je nach Integralbegriff) und nicht, wie verlangt,
gleich 1.

Der Zusatz in (3.6) bedeutet, dass § (x) keine Funktion (im iiblichen Sinn) ist. In
der Mathematik werden 6 (x) und verwandte Objekte als Distributionen bezeichnet.
Die Distribution § (x) wird allgemein dadurch definiert, dass

o0
/ dx §(x —xo) f(x) = f(x0) (3.7
—00
fiir beliebige (aber stetige und integrable) Testfunktionen f(x) gilt. Fiir unsere
Zwecke geniigt die speziellere Definition durch (3.5). Fiir physikalische Anwen-
dungen wiirde es auch ausreichen, Funktionen d;(x) mit hinreichend kleinem ¢
zu verwenden. Wenn man zum Beispiel £ = 107?°cm in einem Ortsintegral
f dx d¢(x — xg) f(x)verwendet, dann héngt der Integralwert fiir eine physikalische
GrofBe f(x) nicht von £ ab. Die Unabhédngigkeit von £ ist eine Vereinfachung, die
durch Verwendung der §-Funktion zum Ausdruck kommt. Es ist daher praktisch,
diese Distributionen zu verwenden. Sie wurden von dem Physiker Dirac eingefiihrt.
Aus (3.5) folgt, dass fiir 6 (x) die iiblichen Rechenregeln der Integration gelten.
Wir untersuchen die Faltung der Ableitung §'(x) = d §(x)/dx mit einer beliebigen
Testfunktion f (x), indem wir eine partielle Integration ausfiihren:

o o
/ dx 8'(x — xo) f(x) = —/ dx 8(x — xo) f'(x) = — f'(x0) (3.8)
—00 —00
Analog zu (3.7) definiert dieses Ergebnis die Distribution §’(x). Konkret kann man
sich unter §’(x) die Ableitung der Funktion (3.4) mit sehr kleinem ¢ vorstellen.
Die Bedingung ,,bei x = 0 lokalisiert mit der Fliache 1* geniigt nicht, um §(x)
festzulegen; denn sie wiirde zum Beispiel auch durch §(x) + a 8'(x) erfiillt (wegen
[dx 8'(x) = 0). Daher ist [d3r A(1/r) = —4m keine hinreichende Begriindung
fiir die abzuleitende Beziehung A(1/r) = —4mé(r). Vielmehr muss hierfiir die
Wirkung von A(1/r) auf beliebige Testfunktionen berechnet werden.
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) f'(x) J(x)
\/ / X L
| |
| |
)éO X )é() X
Funktion Erste Ableitung Zweite Ableitung

Abbildung 3.2 Wenn die erste Ableitung f’(x) einer Funktion einen Sprung hat, dann ist
f(x) an dieser Stelle stetig und hat dort einen Knick. Die zweite Ableitung enthélt eine
S-Funktion an dieser Stelle. Fiir die schematische Darstellung wurde die & (x)-Funktion als
dy(x) mit endlichem ¢ skizziert.

Das Integral iiber die §-Funktion ergibt die Stufen- oder ®-Funktion:

0 fiir x < xg

/x dx' 8(x' —x0) = O(x —xg) = { (3.9)

S 1 fiir x > xo
Damit kann §(x) als Ableitung der ®-Funktion geschrieben werden:
8(x —x0) = O'(x — xg) (3.10)

Die Stufenfunktion kann als gewohnliche Funktion aufgefasst werden; fiir ®’ sind
dagegen die im Anschluss an (3.6) gemachten Vorbehalte zu beachten. Das Integral
tiber die ®-Funktion ist stetig. Diese Aussagen sind in Abbildung 3.2 fiir eine etwas
allgemeinere Funktion illustriert.

In der Theorie der Fouriertransformation benutzt man die Relationen

fx) = \/%_n/c:dk g(k) exp(ikx) 3.11)
gk) = \/%/_de f(x) exp(—ikx) (3.12)

Dabei sei f(x) stetig und quadratintegrabel. Wir setzen g (k) in die erste Gleichung
ein, wobei wir die Integrationsvariable in (3.12) mit x¢ bezeichnen:

1 o0 o0 )
fx)= 2—/ dxg f(xo)/ dk exp (1k(x — xo)) (3.13)
T J-c0 —00
Daraus erhalten wir eine Darstellung der §-Funktion:
1 o
S(x —xg) = —/ dk exp (ik(x — xo)) (3.14)
27 J_ o

Entsprechende Darstellungen der §-Funktion erhédlt man fiir jedes vollstindige
Funktionensystem (siehe (9.8)).
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Die dreidimensionale §-Funktion
8(r)y=38(x)8(y)4é(2) (3.15)

ist durch

/ d&’r f(r)8(r —ro) = f(ro) (3.16)

fiir beliebige Funktionen f(r) definiert. Wir stellen noch einige niitzliche Eigen-
schaften der §-Funktion zusammen, die aus den Definitionen (3.5)—(3.7) und den
Rechenregeln der Integration folgen. Die §-Funktion ist symmetrisch, also

5(x) =68(—x), 8(r) =6(—r) (3.17)
Ferner gilt
fx)8(x) = f(0)(x), x8(x)=0, ré(r)=0 (3.18)
Die Funktion % (x) habe eine Nullstelle bei x¢. Bei x( gilt dann

S(x — xq)

O = ol

(3.19)
Jede Nullstelle von Z(x) liefert einen solchen Beitrag. Zusammenfallende Null-
stellen lassen wir nicht zu, denn sie entspriachen dem nicht definierten Produkt zwei-
er §-Funktionen an derselben Stelle. Aus (3.19) folgt zum Beispiel

) 8(x — 1)
sary =29 gy ez HIxHa) (3.20)
lal |2al
Dichteverteilung von Punktteilchen
Wir zeigen, dass
om(r) =mé(r —ro) (3.21)

die Massendichte einer Punktmasse m bei rg ist. Wegen f d3r 8(r) = 1 hat §(r) die
Dimension 1/Volumen; damit hat (3.21) die richtige Dimension Masse/Volumen.

AuBerdem gilt
€ AV
/ &r om(r) = { mer (3.22)
AV 0 sonst

Damit ist g, (r) eine Massendichte, die eine bei r( lokalisierte Masse der Grofie m
beschreibt. Analog dazu beschreibt

N
o(r) =Y qi 8(r—ry) (3.23)

i=l1

die Ladungsdichte von N Punktladungen der GroB3e g; bei r;.
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Greensche Funktion des Laplace-Operators

Wir kommen nun zum Ausgangspunkt (3.1) zuriick und beweisen

= —4nd(r —ro) (3.24)
|r —rol

Fiir eine etwas allgemeinere Begriffsbildung betrachten wir anstelle von A zu-

nichst einen Differenzialoperator Dy, der auf die Koordinate r wirkt. Die Losung

G (r, ro) der Differenzialgleichung

Dop G(r,ro) =68(r —ro) (3.25)

wird als Greensche Funktion G des Operators Do, bezeichnet. In dieser Sprechwei-
seistG(r,rg) = —1/(4m |r —ro|) die Greensche Funktion des Laplace-Operators.
Kennt man die Greensche Funktion, so kann man die Losung der Differenzialglei-
chung mit beliebigem Quellterm (anstelle der §-Funktion) leicht angeben.

Zum Beweis von (3.24) gehen wir vom zweiten Greenschen Satz (1.31) aus,
also von

/dV(chG—GAq))=7§dA~(q)VG—GV<D) (3.26)
1% A

Die Funktion @ (r) sei weitgehend beliebig, geniige aber den Bedingungen

zweimal stetig differenzierbar
D(r): 00 (3.27)
r2A® =50
Fiir die Funktion G (r) und das Volumen V betrachten wir speziell
1 1
Gr)=—-=— und V={r:r>c¢} (3.28)

roo|ri

Das Volumen V ist der gesamte Raum mit Ausnahme einer kleinen Kugel bei r = 0.
Wir werten nun (3.26) fiir (3.27) und (3.28) aus. Nach (3.1) ist A(1/r) = 0in 'V,
weil die Umgebung von » = 0 nicht zu V gehort. Die linke Seite von (3.26) ergibt
daher

/d3r (@ AG-G AD) = —/a’3r 420 _ —/a’3r Aqj(r)+(9(82) (3.29)

v v r r
Wegen der zweiten Bedingung in (3.27) ist das Integral fiir » — oo definiert. Wegen
d*r/r = rdrd$ (in Kugelkoordinaten) und der Stetigkeit von A @ ergibt das
Integral iiber das Kugelvolumen r < & hochstens einen Term der GroBe O (s2).
Daher konnte die Integration im letzten Schritt auf den gesamten Raum ausgedehnt
werden.
Die Fliche A auf der rechten Seite von (3.26) ist die Kugeloberfliche r = ¢.

Das Fliachenelement zeigt vom Volumen 'V aus gesehen nach auflen, also dA =
—e,r>d2. Mite, -V = 9/3r und V(1/r) = —e, /r? erhalten wir

fdA-(qDVG—GVcD)=—fd:282(—3—1@)=4nq>(7)+(9(s)
A

e e or
(3.30)
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Im letzten Schritt haben wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung verwendet; r
ist ein unbekannter Vektor mit |7| = e. Wir setzen (3.30) und (3.29) in (3.26) ein
und lassen € gegen null gehen:

/d3r Ae) _ — 47 @(0) (3.31)

r

Durch zweimalige partielle Integration wilzen wir den Laplace-Operator A = 9 xz +
8y2 + 8Z2 von @ auf 1/r um:

/d3r d(r) Al = 4 ®(0) (3.32)
r

Die Randterme (bei ¥ — o0) verschwinden. Aus der weitgehenden Beliebigkeit
von @ (r) folgt

A % = —4né(r) (3.33)

Durch die Ersetzung r — r — ro folgt hieraus (3.24), da Ap_p, = Ap.

Verallgemeinerung

Wir zeigen noch, dass (3.33) zu

w — _4ms(r) (3.34)

(A + &%)

verallgemeinert werden kann. Mit (C.4) iiberpriift man leicht, dass dies fiir r # 0
richtig ist:

(A+K%) 0 (3.35)

r or? r

exp(Likr) _ (l a—2r+k2) exp(ikr) (r£0)
r

Wir multiplizieren nun die linke Seite von (3.34) mit einer beliebigen Testfunktion
f (r) und integrieren iiber den gesamten Raum:

/d3r £ (A +k2) exp(:i:ikr) (325)/ Br £ (A —|—k2) exp(:i:ikr)
:/ d3rf(r)(A+k2)<%:|:ik—%k2r:t...>
= / &r f(r) A ; + O(?) = —471 £ (0) + O(c?) (3.36)

Aus der Beliebigkeit von f(r) und mit ¢ — 0 folgt hieraus (3.34). Mit der Erset-
zung r — |r — r/| erhalten wir aus (3.34) die allgemeinere Form

exp(xik|r —r'|)

=—4nd(r—r') (3.37)
|r —r'|

(A + &%)
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Zerlegungssatz fiir Vektorfelder

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jedes Vektorfeld V (r), das fiir » — oo hinrei-
chend stark abfillt, durch seine Quellen und Wirbel dargestellt werden kann. Dieser
Zerlegungssatz fiir Vektorfelder wird auch Helmholtzscher Hauptsatz der Vektor-
analysis genannt. Mit (3.24) konnen wir schreiben

V(ry) = /d3r V() s(r —ry) = —ﬁ/cﬁr Vr) A (3.38)

|r —rol

1 pE AV (r) 1 7 rotrot V(r) — graddiv V (r)
- r = — r
4n |r —ro| 4n |r —ro|

Dabei wurde zunichst durch zweimalige partielle Integration der Laplace-Operator
A= axz + 8),2 + BZ2 auf V umgewilzt. AnschlieBend wurde (2.29) verwendet. Wir
wiilzen nun durch einmalige partielle Integration den d@ufleren Nabla-Operator von
V auf 1/|r — ro| um. Fiir den ersten Term geben wir die nédchsten Schritte an:

/d3rrotrotV(r) = fd3r ! V xrotV(r)
|r —rol |r —rol

L 1
el /d3r (rotV(r)) x V = —/d3r (rot V(r)) x Vo
|r —rol |r —rol
tV tV
- /d3r Vo x OV _ g /d3r rotVir) (3.39)
|r —rol |r —rol

Bei der partiellen Integration (p.1.) treten zwei Minuszeichen auf, eines von der par-
tiellen Integration selbst und ein weiteres durch die Vertauschung der Reihenfolge
im Vektorprodukt. Bei der Anwendung auf 1/|r—r| kann die Ersetzung V — —Vj
vorgenommen werden; V wirkt auf  und Vj auf rg. Die Ableitung mit V kann vor
das Integral geschrieben werden, weil r fiir die Integration lediglich ein Parameter
ist. Fiir den anderen Term in (3.38) verlduft die Rechnung analog hierzu. Nach einer
Umbenennung der Variablen lautet das Ergebnis

1 Ve 1 div V('
Vi) = rot/d3r/ % — - erad /d3r’ %(:q) (3.40)

Dabei ist klar, dass der Operator rot im Integral auf ' wirkt, der Operator rot vor
dem Integral dagegen auf r.

Die Ableitung von (3.40) gilt unter der Einschrinkung, dass Felder fiir r — oo
hinreichend schnell abfallen; so miissen insbesondere die Integrale in (3.38) — (3.40)
definiert sein. Fiir lokalisierte Quellen und Wirbel folgt aus (3.40) |V| < const./r2
fiir  — oco. Wir setzen dies als hinreichende Bedingung voraus.
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Das wichtige Ergebnis (3.40) impliziert insbesondere:

1.

Jedes Vektorfeld V (r) ist durch seine Quellen divV und Wirbel rot V fest-
gelegt.

Als Beispiel betrachten wir die Elektrostatik (Teil II) mit den Feldgleichungen
rot E = 0und div E = 47p. Aus (3.40) folgt dann, wie das elektrische Feld
E durch die Ladungsverteilung o(r) bestimmt ist.

Jedes Vektorfeld V (r) kann als Summe eines Wirbel- und eines Gradienten-
felds geschrieben werden, also

V(r)=rotW(r)+ grad @ (r) 341
In (3.40) ist angegeben, wie sich die Felder W (r) und @ (r) aus V (r) ergeben.

In
rotV(r)=0 <— V(r)=grad @(r) 3.42)

bedeutet der Schluss von links nach rechts: Ein wirbelfreies Feld kann als
Gradientenfeld dargestellt werden. Dies folgt unmittelbar aus (3.40). Die um-
gekehrte Schlussrichtung folgt aus (2.27).

In
divV(@r)=0 «— V(@) =rotW(r) (3.43)

bedeutet der Schluss von links nach rechts: Ein quellfreies Feld kann als Wir-
belfeld dargestellt werden. Dies folgt unmittelbar aus (3.40). Die umgekehrte
Schlussrichtung folgt aus (2.25).
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Aufgaben
3.1 §-Funktion als Funktionenfolge

Zeigen Sie

00 1 xZ
lim [ dxdP(x —x0) f(x) = f(xo) mit dPx) = exp [ ——
~0) oo " ¢ V2l 202

Nehmen Sie dazu an, dass f(x) bei xq in eine Taylorreihe entwickelt werden kann.
Zeigen Sie ebenfalls

m [ dx d® - _ FCYR (G278
fim | dxd, % —x0) f0) = fxo) mit d;7(x) = 72 mEEE

Fiihren Sie hier eine geeignete Integrationsvariable ein.

3.2 Integraldarstellung der §-Funktion
Vergleichen Sie die Funktion

00 £2k2
g(x) =/ dk exp (_T> exp(ikx)

oo

mit dz(l)(x) aus Aufgabe 3.1. Leiten Sie daraus eine Integraldarstellung fiir die §-
Funktion her.

3.3 Darstellung der §-Funktion als Summe

Begriinden Sie, dass die 6-Funktion im Intervall [—1, 1] durch die Summe

e¢]

N
1 . . 1 .
8(x) = 3 Nh—I>I<1>o _E_N exp(innx) = 3 E exp (imnx) (3.44)

n=—0oo

dargestellt werden kann. Bringen Sie die endliche Summe auf die Form d 5(2) (x) aus
Aufgabe 3.1 und fiihren Sie den Limes N — oo aus.
3.4 §-Funktion einer Funktion

Die Funktion /(x) habe eine einzige einfache Nullstelle bei xq. Begriinden Sie die
Relation

5(h(x)) = S(x — xq)

1
|h" (x0)1



4 Torentztensoren

Die wichtigsten Formeln zur Lorentztransformation, zur Definition von Lorentz-
tensoren und ihrer Differenziation werden zusammengestellt. Grundkenntnisse der
Speziellen Relativititstheorie, insbesondere die Ableitung und die Bedeutung der
Lorentztransformation, werden vorausgesetzt. Hierzu verweise ich auf den Teil IX
meiner Mechanik [1].

Die auftretenden Strukturen sind dhnlich zu denen in Kapitel 2. Die vorgestell-
ten Beziehungen werden in Kapitel 18 bendtigt.

Lorentztransformationen

Die in Kapitel 2 diskutierten orthogonalen Transformationen vermitteln zwischen
verschiedenen kartesischen Koordinatensystemen des dreidimensionalen Raums.
Die jetzt diskutierten Lorentztransformationen (LT) vermitteln zwischen verschie-
denen Inertialsystemen (IS). In einem IS verwenden wir drei kartesische Raum-
koordinaten x, y und z und eine Zeitkoordinate 7. Dabei ist ¢ die Zeit, die eine in
IS ruhende Uhr anzeigt. Die Koordinaten x, y und z entsprechen Lingen ruhender
Mabfstibe.
Die Raum-Zeit-Koordinaten werden mit x“ bezeichnet,

x* = (xo,xl,xz,xS) =(ct,x,y,2) 4.1)

Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Griechische Indizes sollen immer von 0 bis 3
laufen, lateinische von 1 bis 3. Die Angabe von bestimmten Werten der Raum-Zeit-
Koordinaten definiert ein Ereignis. Ein solches Ereignis habe in IS die Koordinaten-
werte x% und in IS’ die Werte x'% (Abbildung 4.1). Die Lorentztransformation zwi-
schen diesen Koordinatenwerten ist linear:

X' = Ag P+ b (Lorentztransformation) 4.2)

Als Summenkonvention wird vereinbart, dass iiber gleiche Indizes, von denen einer
oben und der andere unten steht, summiert wird; das Summenzeichen wird nicht
mit angeschrieben. Die Bedingung zur Festlegung der Koeffizienten A% ist die In-
varianz des vierdimensionalen Abstands zwischen zwei Ereignissen. Fiir zwei infi-
nitesimal benachbarte Ereignisse ist dieser Abstand

ds® = ngg dx® dxP = nup dx'* dx'P (4.3)
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IS , y IS y'
* Ereignis (x, 1)

v oder (x', 1) Abbildung 4.1 Ein Ereignis (x) habe die
- Koordinaten x, ¢ im Inertialsystem IS und
, die Koordinaten x’, ¢ im System IS’, das
i sich relativ zu IS mit der Geschwindigkeit
: > v bewegt. Die Koordinatenwerte sind durch

vt X eine Lorentztransformation verkniipft.

Die GroBen nqp und n®f sind durch die Zahlenzuweisung

1 0 0 O

0 -1 0 O
— — (n*By =

0 0 0 -1

definiert; sie sind damit unabhingig vom IS. Der Raum mit dem Wegelement (4.3)
heilit Minkowski-Raum.

Wenn die beiden Ereignisse mit dem Abstand ds durch ein Lichtsignal verbun-
den sind, ist ds = 0. Dann garantiert (4.3) die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit.
Aus (4.2) folgt dx'f = Ag dx®. Wir setzen dies in (4.3) ein und erhalten

A% Af np = nys oder ATyA =g (4.5)

Diese Bedingung kann als Matrizenmultiplikation mit der Matrix A = (Afs3 ) ge-
schrieben werden; dabei ist 8 der Zeilen- und § der Spaltenindex. Die Bedingung
ATn A = n entspricht der Bedingung «Tar = 1 bei orthogonalen Transforma-
tionen. Die orthogonalen Transformationen sind als Untergruppe in den Lorentz-
transformationen enthalten, weil sie ds? invariant lassen.

Wir betrachten nun folgenden Spezialfall: IS und IS’ haben denselben raum-
zeitlichen Ursprung (b* = 0), parallele kartesische Koordinatenachsen und eine
Relativbewegung in Richtung der x-Achse. Dann gilt y/ = y und z/ = z und (4.2)
wird zur speziellen Lorentztransformation mit

A5 A 00
Ay A} 0 0O

A= (AP = A (4.6)
0 0 01

Die Gleichungen (4.5) legen die verbliebenen Ag bis auf einen Parameter 1 fest:

Ag A? _ coshyy —sinhyr @7
A(l) Al ~ \_—sinhy  coshy '

Wenn sich IS’ relativ zu IS mit der Geschwindigkeit v bewegt, gilt fiir den Ursprung
von IS einerseits x = v und andererseits x' = 0. Die LT ergibt x' = A} ct + A] x.
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Hieraus folgt der Zusammenhang zwischen der Rapiditdt 1 und der Geschwindig-
keit v:

tanh ¥ = >, — artanh — (4.8)
c c
Wir geben die spezielle LT, (4.2) mit (4.6) — (4.8), noch explizit an:
B e S ek L ST

Tensordefinition

V1= vz/c2

Wir nennen jede einfach indizierte Groe V¢, die sich wie die Koordinaten x* trans-
formiert,
VE = APy (4.10)

einen Lorentztensor 1. Stufe. Beispiele fiir Lorentzvektoren sind dx® und die 4-
Geschwindigkeit u® = cdx®/ds.
Ein Lorentztensor N-ter Stufe ist eine N-fach indizierte GroBe, die sich wie

T/Cl]...aN — AOI

WA Thi-Bn 4.11)

transformiert. Ublich sind auch die Bezeichnungen Vierertensor oder 4-Tensor. Un-
ter ,,Tensor* wird immer die Gesamtheit der indizierten Groflen verstanden. Ein
Lorentzskalar oder Tensor O-ter Stufe ist eine nichtindizierte Grofle, die unter LT
invariant ist. Beispiele fiir Lorentzskalare sind die Eigenldnge eines Stabes und die
Eigenzeit dt = ds/c einer Uhr.
Das Hochstellen der Indizes in (4.1) ist eine willkiirliche Festsetzung. Wir ord-
nen jedem Vektor V¢ durch
Vg =nga V¥ (4.12)

einen Vektor zu, bei dem die Indizes unten stehen. Wir multiplizieren (4.12) mit
n"® und verwenden n?# n Ba = 8% . Dies ergibt die Umkehrung

VY =n"P vy (4.13)

Die Einfiihrung der Groflen mit unteren Indizes dient zur Vereinfachung der
Schreibweise, zum Beispiel ist ds”> = dx, dx®. Fiir die Koordinaten gilt

(xq) = (x0, X1, X2, x3) = (ct, —x, —y, —2) (4.14)
Diese Zuordnung erfolgt entsprechend fiir alle Tensoren, zum Beispiel
Top = Naa’ Npp’ TP T = ngp’ T, TP = nye TP (4.15)

Die T heiBen kontravariante Komponenten des Tensors, die Vyg... kovariante
Komponenten. Wir verzichten meist auf diese ausfiihrliche Bezeichnung und nen-
nen die indizierte Grofle selbst Tensor, oder auch ko- oder kontravarianter Tensor.
Der Begriff , kovariant™ hat auch noch die andere Bedeutung ,,forminvariant®.
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Die T“ g bezeichnen wir als gemischte Komponenten. Bei ihnen ist auf die Rei-
henfolge der Indizes zu achten, denn

ia.
T =ngy T*7 5 npy T"* = T4" (4.16)

Fiir einen symmetrischen Tensor 7%” = TV sind diese Groen gleich; dann kon-
nen sie auch iibereinander geschrieben werden, 7% = Tp* = T’

Die Indizes der Transformationsmatrix A% konnen iibereinander geschrieben
werden, weil diese Grofie kein Tensor ist. Um die Tensordefinition zu erfiillen,
miisste A ja zuerst einmal in IS und IS’ definiert sein; A ist jedoch eine Grofe,
die dem Ubergang zwischen IS und IS’ zugeordnet ist.

Wir geben noch die Transformation der kovarianten Tensoren an:

4.12)

( (4.10)
VO/l = ﬂaﬂ V/ﬁ =

)

nap AEVY CD) g AL Vs = ASVs (417)

Im ersten Schritt wurde beriicksichtigt, dass die 744 unabhiingig vom IS als Zahlen
festgelegt sind. Im letzten Schritt haben wir die Matrix A eingefiihrt:

AY = nap AL 17 (4.18)

Wir multiplizieren dies mit A? :

€

= 4.5)
AY A = nag AL 97042 "= i, =8 (4.19)
Entsprechend gilt A> A% = §?. Aus (4.19) folgen die Riicktransformationen
vy =} VP =AY Ay VP = AL v (4.20)
V, =80 Vg = AL ALV =A%V, 4.21)
Wir fassen zusammen: Kontravariante Vektoren werden mit A%, kovariante mit /_lg
transformiert. Die jeweils andere Grof3e vermittelt die Riicktransformation.
Die Rechenregeln fiir die Tensoren des dreidimensionalen Raums (Kapitel 2)

lassen sich auf die Lorentztensoren iibertragen. Wenn S und 7" Tensoren sind, dann
gilt:

1. Addition: a S¥1--%N + b T*1--“N jst ein Tensor der Stufe N; dabei sind a und
b Zahlen.

2. Multiplikation: S+~ T81--Bu jst ein Tensor der Stufe N + M.

3. Kontraktion: ng, S Boyan — S“l'"ﬂ“'ﬂ'"“"’ ist ein Tensor der (N —2)-ter
Stufe. Insbesondere sind ds? = dx®dx, und S* T,, Lorentzskalare.

4. Tensorgleichungen: Gilt S = U*# Tg in jedem IS, so ist U ®f ein Tensor
2-ter Stufe.
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Minkowski- und Levi-Civita-Tensor

Durch (4.4) ist n = (n4p) = (n*P) als konstante Matrix definiert. Tatsichlich kin-
nen wir die indizierten GroBen n®# und g auch als Tensoren auffassen und mit-
transformieren, denn

@17y £ @5 xy = (4.19)
Mg = AL Agmys = AL Af AL A = g (4.22)
Der Tensor n wird Minkowskitensor genannt. Wegen
(4.15)
np = 0"V nyp =3z (4.23)

ist auch das Kroneckersymbol 8%‘ ein 4-Tensor. Da 1 symmetrisch ist, konnen die
Indizes hier iibereinander geschrieben werden, n%g = ng* = n% = Sg.

Eine weitere konstante GroBe, die als Tensor im Minkowskiraum aufgefasst
werden kann, ist der total antisymmetrische Tensor:

+1 falls (o, B, y,8) gerade Permutation von (0, 1,2, 3)
ePrd =1 1 falls (a, B, v, 8) ungerade Permutation von (0, 1, 2, 3) (4.24)
0 sonst

Diese GroBe wird auch Levi-Civita-Tensor genannt. Wenn auf der rechten Seite
von (4.11) ein zusitzlicher Faktor det A steht, dann ist die so definierte Grofe ein
Pseudotensor. (Aus (4.5) folgt det A = =1 iiblicherweise betrachten wir nur LT
mit det A = 1). Der Levi-Civita-Tensor ist ein Pseudotensor:

€ Pr0 = (det A) A2 A%, A7, AL € PV = (det A)® PV = Y0 (425)
Die kovarianten Komponenten des Levi-Civita-Tensors werden durch

€afys = Naa’ Npp Nyy’ Nss' € FYd = _oPro (4.26)

festgelegt.

Tensorfelder

Wir erweitern die Tensordefinition auf Tensorfelder. Die Funktionen S(x), V¥ (x)
und 74P (x) sind jeweils ein Skalar-, Vektor- oder Tensorfeld, falls

S'(x) = S@) 4.27)
Ve = A§ V) (4.28)
TPy = A% AL TV (x) (4.29)

Hierbei sind die Argumente mitzutransformieren, also x’ = (x™*) = (A% xP).
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Tensorfelder konnen nach den Argumenten abgeleitet werden. Die partielle Ab-
leitung d/0x* transformiert sich wie ein kovarianter Vektor. Aus (4.20) folgt zu-
nichst

axP ~B
Pl AL (4.30)
Damit ergibt sich
o _oxF a0 @3D)
ax'e  9x'® gxB T 9xP '
Also transformiert sich 9
gemal (4.17) und ist damit ein kovarianter Vektor. Entsprechend ist
a
¢ = — (4.33)
0Xy

ein kontravarianter Vektor. Aus der Vektoreigenschaft von d* und 9, folgt, dass der
d’ Alembert-Operator

1 92
O = 8%3y = n*P8,0p =

S (4.34)

ein Lorentzskalar ist.

Kovarianz

Die formalen Transformationseigenschaften erleichtern die Ausnutzung von Sym-
metrien. Die in Kapitel 2 und 4 betrachteten Symmetrien sind die Isotropie des
Raums (Gleichwertigkeit verschieden orientierter IS) und das Relativitétsprinzip
(Gleichwertigkeit verschieden bewegter IS).

Wegen der Isotropie des Raums diirfen grundlegende Gesetze nicht von der Ori-
entierung des IS abhingen. Sie miissen in einem gedrehten IS’ die gleiche Form
haben, also kovariant unter orthogonalen Transformationen sein. Die Gesetze miis-
sen daher die Form von Tensorgleichungen (mit 3-Tensoren im Sinn von Kapitel 2)
haben. Dies wurde bereits im Abschnitt iiber Kovarianz in Kapitel 2 diskutiert.

Wegen des Relativitétsprinzips diirfen grundlegende Gesetze nicht von der Re-
lativgeschwindigkeit des IS abhéngen. Sie miissen daher in einem relativ zu IS be-
wegten IS’ die gleiche Form haben, also kovariant unter Lorentztransformationen
sein. Die Gesetze miissen daher die Form von Lorentztensorgleichungen haben.
Ein Beispiel sind die inhomogenen Maxwellgleichungen

47
0y FP = — i (4.35)

aus Kapitel 18. Diese Relation ist kovariant, weil 9., F*# und j# Lorentztensoren
sind. Eine Vektorschreibweise (wie im Dreidimensionalen, etwa L = ® - @ anstelle
vonL; =) j 0;; w;) ist auch moglich; wir fiihren sie jedoch nicht ein.

Die Kovarianzforderung schrinkt die Form der moglichen physikalischen Ge-
setze wesentlich ein. Dies erleichtert das Aufstellen solcher Gesetze.
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Aufgaben
4.1 Lorentztensor zweiter Stufe

Die Beziehung V* = T* W gelte in jedem Inertialsystem. Es sei bekannt, dass
Ve und W® Lorentzvektoren sind. Beweisen Sie, dass dann T*# ein Lorentztensor
ist.



II Elektrostatik

5 Coulombgesetz

Wir stellen die grundlegenden Eigenschaften der Coulombkraft, also der elektro-
statischen Wechselwirkung vor. Die Ladung und das elektrische Feld werden als
MessgroBen definiert.

Gewohnliche Materie besteht aus Atomkernen und Elektronen. Die Coulombkraft
zwischen den Elektronen und Atomkernen bestimmt die Erscheinungsformen der
Materie und die meisten beobachtbaren Phinomene (wie etwa die physikalischen
Eigenschaften eines Festkorpers oder die chemischen Reaktionen). Die nukleare
(starke) Wechselwirkung ist fiir den Aufbau der Atomkerne verantwortlich; solange
die Atomkerne stabil sind, macht sie sich nicht weiter bemerkbar. Die Gravitations-
kraft ist die aus dem Alltag geldufigste Wechselwirkung; wegen ihrer relativen
Kleinheit spielt sie fiir die Organisation gewohnlicher Materie meist keine Rolle.

Die Coulombkraft kann mit der Gravitationskraft verglichen werden: Sie hat die
gleiche Abstandsabhingigkeit, ist aber um viele Groenordnungen stirker. So wie
die Gravitationskraft proportional zur Masse der beteiligten Teilchen ist, so ist die
Coulombkraft proportional zu einer GroBe (Eigenschaft der Teilchen), die Ladung
genannt wird. Die Coulomb-Wechselwirkung kann in Streuexperimenten unter-
sucht werden; das beriihmteste Experiment hierzu ist das Rutherfordsche Streuex-
periment. Auch makroskopische Korper konnen durch geeignete Priparation ,,La-
dung* erhalten, so dass sie Coulombkrifte aufeinander ausiiben. Materie aus neu-
tralen Atomen oder Molekiilen ist ungeladen; die positiven und negativen Ladungen
addieren sich hierbei zu null.

Die Ladung ¢ eines Korpers ist eine physikalische Grofe. Thre Bedeutung wird
im Folgenden sukzessive spezifiziert. Dies fiihrt schlieflich zur Definition der La-
dung als Messgrofe.

Wir gehen zunéchst davon aus, dass die Ausdehnung der betrachteten geladenen
Teilchen klein gegeniiber ihren Abstinden ist. Dann konnen wir die Ladungen als
in einem Punkt konzentriert annehmen. Diese begriffliche Konstruktion nennen wir
Punktladung; sie entspricht der Punktmasse in der Mechanik. Eine Punktladung ist
durch die Angabe ihres Ortsvektors r und ihrer Stirke g festgelegt.
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Wir stellen eine Reihe von Befunden zusammen, die sich als Verallgemeine-
rung aus vielen Experimenten ergeben. Dabei beziehen wir uns auf zwei ruhende
Punktladungen ¢; und g5 :

1.

Die Coulombkraft ist eine Zentralkraft, das heifit sie wirkt in Richtung der
Verbindungslinie von zwei Ladungen.

. Die Coulombkraft geniigt dem Gegenwirkungsprinzip (3. Newtonsches Axi-

om), das heifit die Krifte auf die erste und die zweite Ladung sind entgegen-
gesetzt gleich groB3, F, = —F.

. Die Coulombkraft ist proportional zum Produkt der Ladungen ¢ und g;. Die

Ladungen konnen positiv oder negativ sein. Gleichnamige (gleiches Vorzei-
chen) Ladungen stofen sich ab, ungleichnamige ziehen sich an.

Die Coulombkraft ist invers proportional zum Quadrat des Abstands rj, =
|r1 — r2]; hierbei sind r| und r, die Ortsvektoren der beiden Punktladungen.
Zusammen mit Punkt 1 -3 ergibt sich das Kraftgesetz

ry—r;
Fi=kqq 5.1

3
|ri —ra|

Die Konstante k bestimmt die Stidrke der Wechselwirkung; ihr Wert hingt von
der Festlegung der Einheit fiir die Ladungen ¢; und g ab. Die AbstoBung
gleichnamiger Ladungen impliziert k > O.

. Fiir die Coulombkrifte gilt das Superpositionsprinzip. Die resultierende Kraft

auf eine Ladung ergibt sich als Summe der Coulombkrifte zwischen dieser
Ladung und allen anderen Ladungen.

. Fiir die Ladungen gilt der Erhaltungssatz: Die Summe der Ladungen eines

abgeschlossenen Systems ist erhalten. Die Ladungen elementarer Teilchen
sind unverinderliche Eigenschaften dieser Teilchen.

In der Natur treten Ladungen quantisiert auf. Die Ladung des Protons wird
mit g = e, die des Elektrons mit ¢ = —e bezeichnet. Fiir geladene makro-
skopische Korper gilt im Allgemeinen |g| >> e, so dass die Quantisierung
keine Rolle spielt.

Das durch diese Punkte spezifizierte Coulombgesetz ist die Grundlage der Elektro-
statik. Die Elektrostatik beschrinkt sich auf ruhende Ladungen oder stationidre La-
dungsverteilungen.

Wir betrachten ein Proton und ein Elektron im Abstand des Bohrschen Radius
ri2 = ag ~ 0.53 A. Zwischen diesen Teilchen wirken Coulomb- und Gravitations-
kréfte:

8-1078N (Coulombkraft)
Fop= (5.2)
4.107%N (Gravitationskraft)
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Die Coulombkraft ist um etwa 39 Groenordnungen stérker; dieses Verhiltnis ist
unabhiingig vom Abstand. Im Abstand von rjo = 5fm = 5. 10~!°m stoBen
sich zwei Protonen mit einer Coulombkraft von etwa 10 Newton ab. Im Abstand
rip < 1fm wird die Coulombkraft durch die etwa 100 mal stirkere, kurzreich-
weitige Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung iibertroffen. Diese starke Wechselwir-
kung ist effektiv attraktiv und fiihrt zur Bindung der Nukleonen (Z Protonen und
N Neutronen) im Atomkern. Fiir grofe Kerne gewinnt die Coulombkraft aber an
Bedeutung, weil sie iiber den ganzen Kern hinweg wirkt und proportional zu Z? ist.
Dies fiihrt schlieBlich zur Instabilitdt groBerer Kerne. So sind Uran und Transurane
radioaktiv; sie zerfallen durch a-Zerfall oder spontane Spaltung.

Die aufgefiihrten Punkte 1—7 sind als Verallgemeinerung experimenteller Be-
funde zu verstehen. So konnen etwa die Superposition der Krifte und die 1/r2-
Abhingigkeit nur in endlich vielen Experimenten iiberpriift werden. Daher konnte
es auch Abweichungen vom Coulombgesetz geben, etwa fiir sehr starke Krifte oder
fiir sehr groBe oder sehr kleine Absténde.

Giiltigkeitsbereich

Die 1/r2-Abhingigkeit der Coulombkraft ist in einem weiten Bereich experimentell
bestitigt. Im Rutherfordexperiment werden Heliumkerne an Goldkernen gestreut.
Aus der Winkelverteilung der gestreuten Teilchen (Rutherfordscher Wirkungsquer-
schnitt) kann die r-Abhingigkeit des streuenden Potenzials abgelesen werden.
Durch dieses Experiment wird das Coulombgesetz im Bereich 1072, .. 107! cm
bestitigt. Andere Experimente (etwa hochenergetische Elektron-Positron-Streuung)
testen die Coulombkraft bei noch kleineren Abstinden. Fiir solche Experimente
ist eine quantenmechanische Beschreibung notwendig. Bei sehr kleinen Abstinden
(und entsprechend hohen Energien) werden in einem solchen Experiment neue Teil-
chen erzeugt; ein Kraftgesetz wie (5.1) kann solche Vorginge nicht beschreiben.

Die korrekte quantenmechanische Beschreibung (etwa die Berechnung des Wir-
kungsquerschnitts fiir Elektron-Positron-Streuung) erfolgt im Rahmen der Quan-
tenelektrodynamik. Wenn die Quanteneffekte klein sind, konnen sie ndherungs-
weise durch Korrekturen zum Kraftgesetz (5.1) beriicksichtigt werden. Fiir die
Coulombwechselwirkung im Wasserstoffatom erhélt man hierbei Korrekturen von
der GroBe a = e?/hic ~ 1/137 (also im Prozentbereich), die bei Abstinden
h/mec~4- 10~ ¢m auftreten; dabei ist me die Elektronmasse.

Bei alltdglichen Abstinden (Zentimeter, Meter) kann das Coulombgesetz durch
Laborexperimente mit makroskopischen geladenen Korpern bestétigt werden. Fiir
sehr grole Abstinde bietet sich das Magnetfeld von Planeten an, dessen Form mit
der 1/r?-Abhingigkeit von (5.1) verkniipft ist. Bis zu Abstinden von etwa R =
10° km wurden keine Abweichungen festgestellt. Abweichungen fiir grofe r wiren
zu erwarten, wenn das Photon (Energiequant der elektromagnetischen Welle) eine
kleine Masse m, # 0 hitte; dann wiirden bei Abstinden der GroBe R ~ /i/myc
Abweichungen auftreten. Alle experimentellen Ergebnisse sind jedoch mit m,, = 0
vertraglich.
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Messung der Ladung

Wir bringen zwei beliebige Ladungen ¢g; und ¢, nacheinander in die Néhe einer
dritten Ladung. Auf diese Ladungen wirken die Krifte F| und F>. Die Messung
des Verhiltnisses F)/F; ist zugleich die Messung des Ladungsverhiltnisses g1/¢2.
Wenn man nun noch eine bestimmte Ladung willkiirlich als Einheit festlegt, dann
ist die Ladung als Messgrofie definiert.

Zur Wahl der Ladungseinheit betrachten wir folgende Moglichkeiten:

®

(ii)

(iii)

Es ldge nahe, das Ladungsquant (also etwa die Ladung e eines Protons oder
Positrons) als Ladung ,,1 oder als ,,1 Ladungseinheit = 1 LE* zu definieren.
Danach wire die Konstante & in (5.1) eine experimentell zu bestimmende
GroBe mit der Dimension [k] = N'm? / (LE)Z.

Die Erforschung der Elektrizitit fiihrte zu den Maxwellgleichungen, bevor die
Quantisierung der Ladung gefunden wurde. Daher ist eine solche Festlegung
nicht iiblich. In der Einheit Coulomb (C), die in den folgenden Punkten (ii)
und (iii) eingefiihrt wird, hat das Ladungsquant die GroB3e

e=1.602-10""°C (5.3)

Die Einheit der Ladung konnte unabhingig von (5.1) durch ein geeignetes Ex-
periment festgelegt werden. Historisch wurde die Ladung 1 Coulomb = 1C
(friiher Cb anstelle von C) durch die Menge Silber (1.118 mg) definiert, die
in einer Silbernitratlosung abgeschieden wird. Nach einer solchen Festlegung
ist k in (5.1) eine experimentell zu bestimmende Konstante,

Nm?

k~9-10° o (5.4)
Dieser Wert impliziert, dass 1 Coulomb fiir gewohnliche Materie eine sehr
groBe Ladung ist. Zwei mit je 1 Coulomb geladene Korper im Abstand von
1 Meter wiirden ja die Kraft von etwa 10'° Newton aufeinander ausiiben.
Wegen der Stirke der Coulombkraft organisiert sich Materie so, dass die po-
sitiven Ladungen (insgesamt etwa 10® Coulomb in einem Mol Kohlenstoff)
durch etwa gleich viele negative kompensiert werden. Fiir Strome (Ladung
pro Zeit) ist dagegen 1 Ampere = 1 A = 1 C/s eine eher alltigliche GroBe.

Man konnte eine Einheit wie Coulomb dadurch definieren, dass man den Wert
fiir die Kraft festlegt, die zwei Ladungen der Stirke 1 C im Abstand von 1 m
aufeinander ausiiben. Dies konnte etwa dadurch geschehen, dass man in (5.4)
exakt den Wert 9 - 10° N m?/C? vereinbart. Eine solche Definition des Cou-
lomb hat den Vorteil, dass sie ndherungsweise mit der &dlteren Festlegung nach
Punkt (ii) kompatibel ist. Tatsdchlich geht man einen dhnlichen Weg, der im
Folgenden beschrieben wird.
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(iv)

Eine Definition der Ladungseinheit ist dquivalent zu derjenigen der Strom-

einheit: Coulomb c
lAzlAmperezlmzl— (5.5
Sekunde S

Durch zwei parallele, unendlich lange Drihte im Abstand d flieBe jeweils der
gleiche Strom I = Agq/At. Auf jedes Drahtstiick der Lidnge Al wirkt eine
magnetische Kraft AF:

AF 212 s6

Al 2d :0)
Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit (¢ ~ 3 - 108 m/s). Die magnetischen
Krifte werden in Kapitel 13 diskutiert. Der Zusammenhang zwischen elek-
trischen und magnetischen Kréften folgt aus der relativistischen Struktur der
ED (Teil IV). Dieser Zusammenhang bedingt, dass in (5.1) und (5.6) dieselbe
Konstante k auftritt.

Durch zwei parallele Drihte im Abstand d = 1 m flieBe der gleiche Strom
I. Die Stromstirke / = 1 A = 1C/s wird dadurch definiert, dass sie eine
Kraft pro Linge von AF/Al =2 - 1077 N/m hervorruft. Der Zahlenwert ist
so gewihlt, dass das daraus folgende Coulomb nahezu gleich dem der &lteren
Definition (ii) ist. Die neue Definition legt nach (5.6) die Konstante k fest:

2

N
k ~9.10° C—n; (MKSA-System) ~ (5.7)

T N—C;
Das Mafsystem mit der Einheit Ampere als vierter Grundeinheit heif3t ,,Prak-
tisches MKSA-System* (MKSA steht fiir Meter, Kilogramm, Sekunde und
Ampere) oder Systeme International d’Unités (kurz SI oder auch SI-System).
Wir verwenden die Bezeichnungen ST und MKSA-System synonym. In die-
sem Malsystem wird die Kraftkonstante k iiblicherweise mit 1/(4meg) be-
zeichnet; dabei heifit g¢ ,,Dielektrizitidtskonstante des Vakuums*.

Auf der Grundlage von (5.1) ist es naheliegend, die Einheit der Ladung da-
durch zu definieren, dass man

k e 1 (GauB3-System) (5.8)

setzt. Als Ladungseinheit konnte man dann die Ladung wihlen, die auf eine
gleich grofle im Abstand von 1 Meter die Kraft 1 Newton ausiibt. Aus histori-
schen Griinden ist es iiblich, an dieser Stelle cm = 10~2 m als Lingeneinheit
und dyn = gcem/s> = 107 N als Krafteinheit zu wihlen. Die Ladungsein-
heit wird als 1 ESE (Elektrostatische Einheit, auch esu fiir electrostatic unit)
bezeichnet. Aus (5.1) und (5.8) ergibt sich

_ (1ESE)?
T cm?

cm?2 g!/2

1 dyn oder ESE = (5.9
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In dieser Einheit ist die Groe der Elementarladung
e~ 4.803- 107" ESE (5.10)

Aus dem Vergleich mit (5.3) ldsst sich ablesen, wieviel Coulomb in 1 ESE
enthalten ist (A.5).

Wahl des MaBsystems

Die Wahl des MaBsystems ist eine Frage der Zweckmifigkeit. Die wichtigsten
Griinde fiir die Wahl eines der beiden diskutierten Systeme sind:

e SI oder MKSA-System:

1) Dies ist das gesetzlich festgelegte System. 2) Experimentelle Groflen wer-
den iiblicherweise in diesem System angegeben. Alle technischen Anwen-
dungen beziehen sich auf das SI. Einfiihrende Physikbiicher benutzen oft das
SL

e GauB-System:

1) Dieses System eignet sich besonders gut zur Darstellung der relativisti-
schen Struktur der ED. 2) In der wissenschaftlichen Fachliteratur der Physik
wird meist das GauB3-System verwendet.

Aufgrund der tatsdchlichen Verbreitung ist die Beschridnkung auf ein einziges Sys-
tem letztlich nicht moglich. Fiir einen Theoriekurs ist das entscheidende Argument,
dass im GauB3-System die relativistische Struktur der ED durchsichtiger ist. Daher:

e Im vorliegenden Buch wird grundsitzlich das GauB3-System verwendet.

Fiir konkrete Abschiitzungen benutzen wir jedoch auch das SI. Die Einheiten des
MKSA-Systems sind im Anhang zusammengestellt. Dort sind auch die wichtigsten
Formeln der Elektrodynamik im MKSA-System angegeben.

Im GauB-System werden die elektrischen und magnetischen Felder, E und B,
in gleichen Einheiten gemessen. Dies ist aus einer Reihe von Griinden sinnvoll:

— In einem Inertialsystem (IS) gebe es eine statische Ladungsverteilung, aber
keine Strome. Dann ist E # 0 aber B = 0. In einem relativ dazu bewegten
IS’ erscheint die Ladungsverteilung als Stromverteilung, also B’ # 0. Ob ein
elektrisches oder magnetisches Feld vorliegt, ist also (teilweise) vom Beob-
achter abhingig; beim Ubergang IS <— IS’ transformieren sich die Felder
ineinander. Im GauB3-System ist dies unmittelbar als relativistischer Effekt er-
kennbar (B’ ~ (v/c) E).

— Fiir elektromagnetische Wellen gilt im Gaul3-System |E| = |B]|; es handelt
sich um ein relativistisches Phanomen. Fiir eine Ladung, die sich mit der Ge-
schwindigkeit v im Feld der Welle bewegt, ist die magnetische Kraft um den
Faktor v/c schwicher als die elektrische.
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— Bewegen sich die in (5.1) betrachteten Punktladungen mit den Geschwindig-
keiten v; und vy, so ergibt sich eine magnetische Wechselwirkung, die um
den Faktor vivy/ ¢ schwiicher ist als die Coulombkraft.

Diese Bemerkungen beziehen sich auf Effekte, die erst spiter im Detail behandelt
werden; insofern konnen sie an dieser Stelle nicht voll verstanden werden. Die auf-
gefiihrten Punkte sollen lediglich plausibel machen, dass aus theoretischer Sicht gu-
te Griinde fiir das GauB3-System sprechen. Der Hauptgrund ist, dass relativistische
Effekte jeweils an Faktoren v/c erkennbar sind.

Elektrisches Feld

Wir betrachten N Ladungen ¢, ..., gy, die an den Orten ry, ..., ry ruhen. Nach
Punkt 5 der eingangs zusammengestellten experimentellen Befunde erfihrt eine
weitere Ladung ¢ bei r die Kraft

F(r)= qu, ——5 =qE® (5.11)

Das Kraftfeld F (r) ist ein Vektorfeld. Das Verhiltnis F' /g definiert das elektrische
Feld E(r),

E(r) = (5.12)

Die GroBe E wird auch elektrische Feldstdrke genannt; wir sprechen aber meist
kurz vom elektrischen Feld.

Die Definition (5.12) gilt unabhéngig davon, durch welche Konfiguration die
elektrostatische Kraft F hervorgerufen wird. Sie definiert das elektrische Feld als
Messgrofle. Dabei soll die Ladung g so klein sein, dass sie das durch die ande-
ren Ladungen hervorgerufene und zu messende Kraftfeld nicht wesentlich @ndert.
Wir schlieen beispielsweise aus, dass durch die Ladung ¢ die anderen Ladungen
verschoben werden, oder dass auf eventuell vorhandenen Metallkorpern Influenz-
ladungen erzeugt werden. Formal kann dies durch den Zusatz ¢ — 0 auf der rechten
Seite von (5.12) ausgedriickt werden. Dies ist gemeint, wenn man von einer ,,Probe-
ladung* g spricht.

Das elektrische Feld von N Punktladungen kann aus (5.11) abgelesen werden:

E(r) = qu — (5.13)

—r; |3
i=1

Dies ist gleich der Summe der elektrischen Felder der einzelnen Ladungen. Aus
dem Superpositionsprinzip der Krifte folgt dasjenige fiir das elektrische Feld. Da
wir uns hier auf ruhende Ladungen beschrinken, ist das Feld statisch. Das Feld E (r)
einer Punktladung ist in Abbildung 5.1 skizziert, das Feld zweier Punktladungen in
Abbildung 6.1.
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4 N : .
Abbildung 5.1 Vektorfeld E(r) einer
* Punktladung.
Z
gi =04V,
r—r;
o(r) :
E(r)="?
r
r; y
X

Abbildung 5.2 Um das Feld einer kontinuierlichen Ladungsverteilung o(r) zu bestim-
men, wird sie in einzelne Ladungselemente ¢; bei r; zerlegt. Das Feld E(r) ist dann die
Summe der Felder von allen Punktladungen ¢;.
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Ladungsdichten
Wir fithren die Ladungsdichte o(r) ein:

Ag

d Ca = Him 2
Ladun, -
Q(r) = v & = (5.14)
olumen Ag
(Qat) - AV

Dabei ist AV ein Volumen bei r und Ag die Summe der Ladungen in AV. Wie in
(5.14) angegeben, wird der Begriff Ladungsdichte in unterschiedlicher Bedeutung
verwendet. Geht man mit AV gegen null, so erhilt man die atomare (oder auch mi-
kroskopische) Ladungsdichte o,;. In Materie variiert g, auf der Skala von wenigen
Fermi, denn die positiven Ladungen sind in den Atomkernen konzentriert. Prak-
tisch ist man oft nur an der mittleren Ladungsverteilung (o) interessiert, die aus
Oar durch Mittelung iiber endliche Volumina AV geeigneter Grofe (zum Beispiel
AV = (100 A)) entsteht.

Die diskutierten Unterschiede treten auch bei der Massendichte (Masse pro Vo-
lumen) auf. Die atomare Massendichte spiegelt die Konzentration der Masse in
den Atomkernen wider. Wenn man dagegen davon spricht, dass Wasser die Dichte
Omat = 1 g/cm? hat, meint man die mittlere Massendichte.

Die Ladungsdichte von N Punktladungen kann nach (3.23) durch §-Funktionen
ausgedriickt werden:

N
o(r) =Y qi8(r —r) (5.15)
i=1
Dies entspricht der mikroskopischen Ladungsdichte g4, wenn wir die Elektronen
und Atomkerne mit den Punktladungen identifizieren.
Eine stetige, begrenzte Ladungsdichte kann durch N Punktladungen angenéhert
werden (Abbildung 5.2). Dazu teilen wir den Bereich mit o # 0 in N Teilvolumina
AV; auf:

N
or) = / Irlor)sr—rhy=3" /A Vd3r’g<r’)6<r—r’>
i=1 i

N

N
~ ) ( / d3r/g(r/)> S(r—r)=Y qid(r—r) (5.16)
i i i=1

=\ Jav,

Die Niherung besteht darin, dass die Ladungen in AV; jeweils durch eine Punkt-
ladung ¢; bei r; ersetzt werden. Dabei ist r; ein Punkt innerhalb von AV; (zum
Beispiel der Schwerpunkt) und g; ist die Gesamtladung in AV;. Fiir AV; — 0 wird
der Fehler dieser Ndherung beliebig klein.

Nachdem wir die stetige Ladungsverteilung durch N Punktladungen angenéhert
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haben, konnen wir fiir das elektrische Feld den Ausdruck (5.13) benutzen:

N N

r—r; 3 , r—r;
E - [ ——— d -
" ;q lr—rif? ;(/AV rQ(r)) r —ril?
N /

_ r—r; 3 ’ r —r

= ) AVio@) 3~fd o) s (5.17)

|r—ril r—r

i=1

Dieser Schritt ist in Abbildung 5.2 illustriert. Zunédchst wurden die in (5.16) ein-
gefiihrten ¢; eingesetzt und die Integrale iiber die kleinen Teilvolumina mit dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung (7; € AV;) ausgewertet. Die entstehende Sum-
me ist dann eine Ndherung fiir das Integral (letzter Ausdruck). Fiir eine beliebig
feine Aufteilung (AV; — 0 und N — o0) gehen die Fehler der Ndherungen in
(5.16) und (5.17) gegen null.

In einem bestimmten Punkt muss die Ableitung von (5.17) noch genauer unter-
sucht werden: Die stetige Ladungsverteilung wurde durch viele Punktladungen an-
gendhert. Das Konzept der Punktladung verlangt aber, dass die tatsdchliche Ausdeh-
nung der Ladung (hier durch AV; gegeben) klein gegeniiber dem Abstand |r — r;|
ist. Diese Bedingung ist fiir den Ladungsbeitrag d>r’ o(r) bei ' = r nicht erfiillt.
Deshalb schlieBen wir zunichst eine Umgebung U, = {r' : |x| = |r —r'| < £} vom
Integrationsbereich in (5.17) aus. Fiir festes £ giltdann |r —r;| > £ > (A Vi)l/3, so
dass die Ersetzung durch Punktladungen fiir AV; — 0 gerechtfertigt ist. In einem
zweiten Schritt zeigen wir, dass der Beitrag der ausgeschlossenen Umgebung U, zu
(5.17) vernachlissigbar klein ist:

r—r'
d3 / r/
/Uz r o( )7|r_r,|3

Dabei haben wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung und die Stetigkeit von
o(r) verwendet. Der Wert fiir £ kann beliebig klein gew#hlt werden. Damit kann
der Beitrag der Umgebung U, vernachléssigt werden und die Integration in (5.17)
muss nicht eingeschrinkt werden.

Die Ableitung von (5.17) setzte eine stetige Ladungsverteilung voraus. Trotz-
dem kann (5.17) auch fiir Punktladungen verwendet werden; denn das Einsetzen
von ¢ = ) q; 8(r — r;) fiihrt zum richtigen Ergebnis (5.13). Damit ist

= IQ(F)I/ Zd3x % =4m |o(r)| ¢ 20 (5.18)
X =

r/

3.7 / r—
E(r) =/d‘r o(r'y ——= (5.19)
lr —r'3

der giiltige Zusammenhang zwischen einer beliebigen Ladungsdichte und dem elek-
trischen Feld. Dieser Zusammenhang ist eine Verallgemeinerung des Coulombge-
setzes (5.1). Um dies deutlich zu machen, schreiben wir die Coulombkraft an, die
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Punktladungen oder eine stetige Ladungsverteilung auf eine Probeladung ¢ aus-
iiben:

F=qE(r) = i=1 o (Coulombkraft) (5.20)

Unter Beriicksichtigung der Superposition der Krifte folgt die erste Zeile aus der
Coulombkraft (5.1). Die zweite Zeile ist eine offensichtliche Verallgemeinerung der
ersten Zeile. Mit dg’ = o(r') d°r' ist die zweite Zeile dquivalent zu (5.19). Damit
ist (5.19) eine verallgemeinerte Form des Coulombgesetzes.

Wir fithren noch die Kraftdichte auf eine gegebene Ladungsverteilung ein:

AF A
foy="2=24

v = ay B =o@) E@r) (5.21)

Dabei ist AV ein Volumenelement bei r und Ag die darin enthaltene Ladung.

Aufgaben
5.1 Ladungsdichte fiir Kugelschale und Kreisscheibe

Eine Kugelschale und eine Kreisscheibe (beide infinitesimal diinn, und mit dem
Radius R) sind homogen geladen (Gesamtladung ¢). Geben Sie fiir beide Fille die
Ladungsdichte an (mit Hilfe von é- und ®-Funktionen).



6 Feldgleichungen

In (5.19) wurde das elektrische Feld E (r) als Funktional der Ladungsdichte o(r)
angegeben. Hiervon ausgehend tiihren wir das elektrostatische Potenzial ein, stellen
die Feldgleichungen der Elektrostatik auf und bestimmen die Feldenergie.

Mit Hilfe von . ,
r—r
d = 6.1
S N PTE D
formen wir (5.19) um:
3.7 ! r—r 3.7 Q(I‘/)
E(r): d’r Q(I‘)mz—grad d’r WZ—gradé(") (62)

Im letzten Schritt haben wir das skalare oder elektrostatische Potenzial @ einge-
fiihrt:

d(r) = /d3r’ o) + const. = /d3r’ o) (6.3)

|r —r'| |r —r'|

Die Konstante verschwindet bei Berechnung der Messgrof3e E; sie ist daher ohne
physikalische Bedeutung. Ublicherweise wird sie gleich null gesetzt.

Das elektrische Feld kann, wie jedes Vektorfeld (Kapitel 3), durch seine Quel-
len und Wirbel festgelegt werden. Die gesuchten Feldgleichungen bestehen in der
Angabe dieser Quellen div E und Wirbel rot E. Wir wenden den Laplaceoperator
auf das Integral in (6.3) an. Wegen

1
lr —rol

= —4né(r —rop) (6.4)

ergibt dies —4mp. Damit ist divE = —A® = 4mwp. Aus (2.27) und (6.2) folgt
rot E = rot grad @ = 0. Die Quellen und Wirbel des elektrischen Felds sind somit

divE(r) = 4mo(r) Feldgleichungen

rotE(r) = 0 der Elektrostatik (6.5)

Die erste Gleichung heif3t auch inhomogene Feldgleichung (wegen des Quellterms
auf der rechten Seite), die zweite homogene Feldgleichung. Die Feldgleichungen
sind Differenzialgleichungen, die das Feld lokal bestimmen; sie beziehen sich auf
eine bestimmte Stelle r und ihre Umgebung. Im Gegensatz dazu ist (5.19) eine
integrale Aussage.
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Wir kénnen die Grundgleichungen (6.5) alternativ fiir das elektrostatische Po-
tenzial angeben:

A®(r)=—4mo(r), E(r) = —grad @(r) (6.6)

Die erste Gleichung heiit Poissongleichung, die zweite Gleichung verkniipft das
Potenzial mit dem elektrischen Feld. Die Poissongleichung gibt den lokalen Zu-
sammenhang zwischen dem Potenzial @ und der Ladungsdichte ¢ an. Fiir o = 0
wird die Poissongleichung zur Laplacegleichung A® = 0. Die Formulierung mit
@ (r) hat den Vorteil, dass man nur eine Funktion @ (r) anstelle der drei Funktionen
E (r) benotigt.

Ein Grundproblem der Elektrostatik ist es, aus gegebener Ladungsverteilung
o(r) das Feld @(r) oder E(r) zu berechnen. Die formale Losung ist durch (5.19)
oder (6.3) gegeben. Wenn Metalloberflichen vorhanden sind (Kapitel 7 und 8), wird
die Vorgabe von Ladungen teilweise durch die Vorgabe von Randbedingungen er-
setzt.

Fiir eine Punktladung gilt

or) =qsr—rg) 2 o) =—21
|r —ro|

6.7)

Dies ist zugleich eine physikalische Interpretation der mathematischen Aussage
(6.4). Fiir N Punktladungen ¢; an den Orten r; fiihrt (6.3) zu

N

o=y = (6.8)

o Ir il

Feldlinien

Unter Aquipotenzialfiiichen versteht man den geometrischen Ort aller Punkte mit
dem gleichen Wert von @ (r):

@ (r) = const. (Aquipotenzialfliche) (6.9)

Die Flichennormalen zeigen in Richtung von grad @ = —E. Die Linien, fiir die
die Vektoren E an jedem Punkt die Tangentenrichtung angeben, heilen Feldlinien.
Eine Kurve r = r(}) ist eine Feldlinie, falls

dr(})
dx

x E(r(0)) =0 (Feldlinien r (1)) (6.10)

Die Ableitung von r(A) nach dem Bahnparameter A ergibt einen Tangentenvektor
an die Kurve; dieser muss fiir jedes A parallel zum Feld sein.

Aquipotenzialflichen und Feldlinien verwendet man zur graphischen Veran-
schaulichung einer bestimmten Feldkonfiguration (Abbildung 6.1).
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Integrale Formen

Fiir eine qualitative Diskussion oder Skizze des Feldverlaufs sind die folgenden
integralen Formen der Feldgleichungen niitzlich. Sie sind eng verkniipft mit der
koordinatenunabhiéngigen und anschaulichen Definition (Kapitel 1) der jeweiligen
Vektoroperationen.

Wir wenden den GauB3schen Satz (1.25) auf die inhomogene Feldgleichung an:

f dA-E =47 / d’r o(r)y=4nQy (GauBsches Gesetz) (6.11)
A 1%

Hierbei ist A = A(V) die Fliache, die das Volumen V begrenzt. Diese Aussage
heiflit Gaufisches Gesetz: Das Oberflichenintegral liber E ist gleich 4 mal der ein-
geschlossenen Ladung Qy .

Fir Qy > 0 laufen mehr Feldlinien aus dem Volumen V heraus als hinein.
Insbesondere gehen von einer positiven Punktladung sternférmig Feldlinien aus,
bei einer negativen Punktladung laufen sie sternformig zusammen (Abbildung 6.1).
Dort, wo das Feld stirker ist, liegen die Feldlinien dichter.

Die Feldlinien einer Punktladung (Abbildung 6.1) wie auch einer geladenen
Kugel (Abbildung 6.3) zeigen radial nach au3en. Den Unterschied zwischen beiden
Fillen kann man dadurch darstellen, dass man die Aquipotenzialflichen fiir dqui-
distante @-Werte einzeichnet. Fiir die Kugel erhélt man dann endlich viele Kreise,
bei der Punktladung dagegen unendlich viele, die fiir r — O immer dichter liegen.

Wir wenden den Stokesschen Satz auf die homogene Feldgleichung an:

fdr-E:O (6.12)
C

Dies bedeutet insbesondere, dass es in der Elektrostatik keine geschlossenen Feld-
linien gibt.

Feld einer homogen geladenen Kugel

Wir bestimmen das Feld E(r) einer homogen geladenen Kugel (Abbildung 6.2).
Die Ladungsdichte ist

00 (r<R)
o(r) =o(r) = (6.13)
0 (r > R)

mit oo = const. Zur Berechnung des Felds bieten sich folgende Moglichkeiten an:
1. Gauflsches Gesetz
2. Losung der Feldgleichung A@ = —4mp

3. Auswertung des Integrals (6.3).
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Abbildung 6.1 Feldlinien (durchgezogene Linien) und Aquipotenzialflsichen (gestrichel-
te Linien) fiir zwei Punktladungen, ¢ und —¢. Der raumliche Verlauf ergibt sich durch
Rotation um die Verbindungsachse der beiden Ladungen.

o(r) E(r) D(r)

—_

R r R r R r

Abbildung 6.2 Ladungsverteilung o(r), Feldstirke E () und Potenzial @ (r) einer homo-
gen geladenen Kugel.

P -7 1o > N .
// 4 - h N \\
ro N
/ / \ \
— W VoA
e @R
\ \ J / Abbildung 6.3 Feldlinien (radial) und Aqui-
AN _ ,/ potenzialflichen (kreisférmig) einer homogen
« Va7 geladenen Kugel. Die Aquipotenzialflachen
S~ |- sind Kugeloberfliachen. Die elektrischen Feld-
linien laufen radial nach auflen.
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Alternativ zu 2. kann die Feldgleichung div E = 41 gelost werden und alternativ
zu 3. kann das Integral (5.19) ausgewertet werden. Wir besprechen im Folgenden
die Losung auf den ersten beiden Wegen; der dritte Weg soll in Aufgabe 6.2 behan-
delt werden.

Wir verwenden Kugelkoordinaten r, 6 und ¢. Wegen der Kugelsymmetrie des
Problems (6.13) kann das Potenzial @ (r) = & (r, 6, ¢) nicht von den Winkeln ab-
hingen, also

D =dD(r), E=—grad®(r)=—®'(r)e, = E(r) e, (6.14)

Wir 16sen das gestellte Problem zuerst mit Hilfe des GauB3schen Gesetzes. Wir wer-
ten (6.11) fiir eine Kugeloberfliche A mit dem Radius r aus:

3

5 r 5 47 -3 (r <R
dwtr E(r) =4TL'/ dnr'=dr'o(r') = R (6.15)
0

4 Q (r > R)

Dabei ist Q = (471/3) 0o R? die Gesamtladung der Kugel. Dies ergibt

% (r <R)
E(r)= (6.16)
% (r>R)
P
Aus @'(r) = —E(r) konnen wir durch eine einfache Integration das Potenzial be-
stimmen:
3 2
% (5 B m) =R
D(r) = (6.17)
g (r > R)
r

Die Integrationskonstante wurde so gewdhlt, dass @ (co) = 0; diese Festsetzung ist
willkdirlich und iiblich. Das Ergebnis (6.16) und (6.17) ist in Abbildung 6.2 skiz-
ziert. Im AuBenbereich wirkt die Ladungsverteilung (6.13) wie eine bei r = 0 loka-
lisierte Punktladung. Aus (6.15) ergibt sich, dass dies fiir jede rdaumlich begrenzte,
kugelsymmetrische Ladungsverteilung gilt.

In Abbildung 6.3 sind die Feldlinien und die Aquipotenziallinien der homogen
geladenen Kugel dargestellt.

Wir berechnen nun das Feld der homogen geladenen Kugel aus der Pois-
songleichung (6.6). Dabei lernen wir einige typische Uberlegungen (Symmetrie,
Integrationskonstanten, Rand- und Stetigkeitsbedingungen) kennen, die bei der Lo-
sung von Feldgleichungen auftreten.
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Wir verwenden Kugelkoordinaten. Aus der Symmetrie des Problems folgt
(6.14). Hierfiir lautet die Poissongleichung

1 d do
ADP(r)=——(rP—)=—4 6.18
(= (r o ) mo(r) (6.18)
Da @ nur von der Koordinate r abhiingt, reduziert sich die Poissongleichung auf
eine gewohnliche Differenzialgleichung. Die rechte Seite ist jeweils fiir r > R und
r < R eine Konstante. Wir integrieren die Differenzialgleichung getrennt in diesen
beiden Bereichen:

, C
r>R: (r’®') =0, o=——L10
2r c (6.19)
r<R: (rP@) =—4noor’, gzb:_7T[é?or2——3+C4
r

Wir setzen willkiirlich @ (co) = 0, also C, = 0. Der Term —C3/r entspricht wegen
A(C3/r) = —47mC368(r) einer Punktladung bei » = 0. Sie ist in unserer allge-
meinen Losung zunichst enthalten, weil wir beim Ubergang von (6.18) zu (6.19)
beide Seiten der Differenzialgleichung mit r? multipliziert haben. Da eine solche
Punktladung nicht vorhanden ist, muss C3 = 0 gesetzt werden. Damit gilt

—Q (r > R)
r
D(r) = 0 (6.20)
C4 W (V < R)

Wir miissen noch die Verbindung dieser beiden Losungsteile herstellen. Mit der
rechten Seite von (6.18) muss auch die linke Seite bei » = R einen Sprung haben.
Wenn (r>@')’ einen Sprung hat, dann hat > @’ einen Knick (siehe auch Abbildung
3.2). Somit sind @’ und @ bei r = R stetig, also

®(R+e)=P(R—¢) und ®'(R+e)=d (R—e) fire—>0 (621

Hierin setzen wir (6.20) ein:

Ci 0 Cy 0
R~ op R2- RZ (6.22)
Daraus folgt C; = —Q und C4 = 3Q/2R. Damit stimmt (6.20) mit (6.17) iiberein.
Wir sind von (6.18), also von einer gewohnlichen Differenzialgleichung 2. Ord-
nung ausgegangen. Die Losung muss daher zwei Integrationskonstanten enthalten,
die durch zwei Randbedingungen festzulegen sind. Da wir die Losung in zwei Be-
reichen (0 bis R und R bis co ) getrennt erstellt haben, erhalten wir vier Konstan-
ten und bendtigen vier Randbedingungen. Diese Randbedingungen sind: @ (0) ist
endlich (keine Punktladung bei r = 0), @(r) und &’(r) sind stetig bei r = R
(Ladungsverteilung hat einen Sprung), und @ (co) = 0 (willkiirlich).
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Elektrostatische Energie

Wir berechnen die Energie des elektrostatischen Felds. Das Ergebnis wird auf die
homogen geladene Kugel angewendet.

Umim Feld E = —grad @ eine Punktladung ¢ von r1 nach r; zu bringen, muss
die Arbeit

2 2
Wiy = —/ dr - F = —qf dr-E = q(q>(r2)—q>(r1)) (6.23)
1 1

geleistet werden. Die Potenzialdifferenz @ (r;) — @ (r1) wird Spannung genannt.
Die Arbeit ist gleich dem Produkt aus Ladung und Spannung. Sie hingt nicht von
dem Weg zwischen r| und r, ab; dies folgt auch aus rot E = 0 und (1.28). Durch
(6.23) sind Potenzialdifferenzen als Messgro3en definiert.

Die Definition des elektrischen Felds, (5.12), und E = —grad @ stimmen im
GaulB3- und MKSA-System tiberein. Damit gilt (6.23) in beiden MaB3systemen. Die
Arbeit wird in Joule (oder erg) gemessen. Im GauB3-System ist die Einheit des Po-
tenzials @ (oder der Spannung) [®] = erg/ESE (mit erg = g cm? /s> und ESE aus
(5.9)). Im MKSA-System erhilt die Einheit [@] = J/C = V die Bezeichnung Volt.

Die Arbeit hat die Dimension einer Energie. Die Grofle

W(r)=q ®(r) (6.24)

ist die potenzielle Energie der Ladung ¢ im elektrostatischen Feld E. Léings der
Aquipotenzialflichen kann man Ladungen ohne Arbeitsaufwand verschieben. Eine
Ladung wird in Richtung der Feldlinien beschleunigt; sie bewegt sich entlang einer
Feldlinie, wenn und solange sie hinreichend langsam ist.

In (6.24) trigt die Ladung ¢ selbst nicht zum Potenzial @ bei. Als Verallgemei-
nerung von (6.24) betrachten wir eine Ladungsverteilung o(r) in einem duBeren
(s,externen®) Feld @ex(; in @Pex soll der Beitrag von o selbst wieder nicht enthalten
sein. Jedes Ladungselement dg = o d°r ergibt dann einen Beitrag der Form (6.24).
Die Summation fiihrt zu

W = / d*r o(r) Gex(r) (6.25)

Im Folgenden berechnen wir, welche Energie eine stetige Ladungsverteilung in ih-
rem eigenen Feld hat.

Wir bestimmen zunichst die elektrostatische Energie von N Punktladungen.
Dazu betrachten wir i — 1 Punktladungen g, die bei r; ruhen (j =1,...,i — 1).
Die potenzielle Energie W; einer weiteren Punktladung ¢; im Feld der vorhandenen
Ladungen folgt aus (6.24) und (6.8) zu

i—1

Wir) =aqi Y — 2 (6.26)

oy |ri —rjl
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Dies ist gleich der Arbeit, die notwendig ist, um die Ladung ¢; von unendlich
nach r; zu bringen. Wir stellen uns nun vor, dass wir sukzessive die Ladungen

= 1,2,..., N von unendlich an die Positionen r; bringen. Die aufzuwendende
Arbeit ist gleich der potenziellen Energie W des Systems aus N Punktladungen,
also

N . .
W= ZW,(r)_ZZ |rql_qu|—§ 3 Ir?li- (6.27)

—r
i=2j= ijoitj Jl

Um die potenzielle Energie fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung o(r) zu
erhalten, ersetzen wir wie in (5.16) die Ladungsverteilung durch N Teilladungen
Ag; = o(r;) AV;. Durch N — oo und AV; — 0 kann diese Aufteilung beliebig
fein gemacht werden. Dann wird (6.27) zu

/
W= / d’r / d*r’ &Q(z) (o stetig) (6.28)
Beim Ubergang von (6.27) zu (6.28) ist zunichst der Bereich um r = r’ auszu-
schlieBen; dies entspricht der Einschrinkung i # j in (6.27). Falls die Ladungsver-
teilungen stetig sind, gibt dieser Bereich aber wie in (5.18) einen vernachléssigbar
kleinen Beitrag.

Die Finschridnkung ,,o stetig™ darf in (6.28) nicht weggelassen werden. Wiirde
man nidmlich die Ladungsdichte 0 = ) ¢; 8(r — r;) von Punktladungen einset-
zen, enthielte das Ergebnis die unendlich groBe Energie der Punktladung in ihrem
eigenen Feld; das Resultat wire nicht definiert. Diese Selbstenergie kann man na-
her untersuchen, wenn man die endliche Energie einer homogen geladenen Kugel
berechnet und mit dem Radius dieser Kugel gegen null geht.

Mit (6.3) wird (6.28) zu

W= %/d% o(r) &(r) (6.29)

Im Gegensatz zu (6.25) ist @ das durch o hervorgerufene Potenzial und nicht ein
externes Potenzial; dieser Unterschied fiihrt zu dem Faktor 1/2.

Wir setzen die Poissongleichung in (6.29) ein und wilzen eine Differenziation
durch partielle Integration um:

W = —8; /d3r D(r) AD(r) = /d3 |E(r)| (6.30)

Fiir endliche Ladungsverteilungen gehen @ und E fiir »r — oo hinreichend schnell
gegen null, so dass keine Randterme bei der partiellen Integration auftreten. Aus
(6.30) folgt, dass

Energiedichte in

1 2
w(r) = e |E(r)] der Elektrostatik

(6.31)

als Energiedichte des elektrischen Felds interpretiert werden kann.
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Homogen geladene Kugel

Wir berechnen die elektrostatische Energie der homogen geladenen Kugel. Aus
(6.31) und (6.16) erhalten wir

2
2 — (r < R)
wiry = 2] R (6.32)
8T 1
r_4 (r > R)
und 5
Y R _3o
w _/0 dnredr w(r) = 5 R (6.33)

Lassen wir den Radius der Kugel bei gleichbleibender Gesamtladung gegen null
gehen, so divergiert die elektrostatische Energie W. Dies entspricht der unendlich
groBen Selbstenergie einer Punktladung; insofern ist die Punktladung ein unrealis-
tisches theoretisches Konstrukt. Ebenso wie die Punktmasse der Mechanik ist sie
aber eine niitzliche Idealisierung, wenn es auf die endliche GroBe einer Ladungs-
verteilung nicht ankommt.

Wir benutzen die homogen geladene Kugel als Modell fiir das Elektron und
setzen die elektrostatische Energie gleich der Ruhenergie:

3 2
W =mec? == — 6.34
mecC 5 R ( )
Daraus ergibt sich der ,,klassische Elektronradius®
3 ¢ -13
Re = = ~1.7fm=17-10""cm (6.35)
5 mec?
Fiir diese und andere numerische Abschitzungen sollte man sich
&2 &2
— ~ 1.44MeV , — ~ 144¢eV, mec? ~ 0.5 MeV (6.36)
fm A

merken. Hierbei ist e die Elementarladung (5.10) im GauBschen System. Die Gro-
Ben in (6.36) sind Energien. Es ist tiblich und oft praktisch, Energien in Elektronen-
volt (eV) anzugeben. In eV ist unter ,,e* die Elementarladung e, in SI-Einheiten zu
verstehen:

eV=rey,Volt~1.6-107°CV=16-10""7]J (6.37)

Natiirlich ist die homogen geladene Kugel kein realistisches Modell des Elektrons.
Zunichst einmal fehlen die Krifte, die die Ladungsverteilung zusammenhalten. Au-
Berdem werden bereits bei wesentlich grofleren Abstdnden Quanteneffekte wichtig
(bei i/mec =4 - 107 cm). In diesem Modell fehlen auch der Spin und das damit
verbundene magnetische Moment des Elektrons.
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Aufgaben
6.1 Gaufisches Gesetz: Punktladung in einer Kugel

Uberpriifen Sie das GauBsche Gesetz fiir eine Punktladung im Innern einer Kugel.
Die Kugel hat den Radius R, die Punktladung hat den Abstand a vom Zentrum.
Verwenden Sie Kugelkoordinaten.

6.2 Homogen geladene Kugel

Bestimmen Sie das elektrostatische Potenzial

D(r) = fd3r/ 7@(#)

lr —r'|

fiir eine homogen geladene Kugel (Ladung g, Radius R). Legen Sie dazu r in z-
Richtung und fiihren Sie die Integration in Kugelkoordinaten aus. Berechnen Sie
das elektrische Feld E (r).

6.3 Homogen geladener Kreiszylinder

Bestimmen Sie das elektrische Feld eines homogen geladenen unendlich langen
Kreiszylinders (Radius R, Linge L, Ladung/Linge = ¢g/L, L — oo). Losen Sie
das Problem (i) mit Hilfe des GauBschen Gesetzes, und (ii) tiber die Poissonglei-
chung. Beachten Sie, dass das Potenzial im Unendlichen nicht verschwindet.

6.4 Elektrostatisches Potenzial des Wasserstoffatoms

Das elektrostatische Potenzial in einem Wasserstoffatom im Grundzustand ist von

der Form
e r 2r
D =- (1 + —) exp (——) (6.38)
r ag ag

Dabei ist e die Elementarladung und ag = 0.53 A der Bohrsche Radius.

Bestimmen Sie das elektrische Feld E (r) und die Ladungsdichte o (r). Berech-
nen Sie mit Hilfe des GauBischen Gesetzes die Ladung ¢(R), die sich innerhalb
einer Kugel mit Radius R befindet. Skizzieren Sie ¢ (R) und interpretieren Sie das
Resultat.

6.5 NaCl-Kristall

Berechnen Sie die elektrostatische Wechselwirkungsenergie eines Gitterions in ei-
nem eindimensionalen NaCl-Kristall.

O e O e O e O e O e

—a Nat CI-



58 Teil I Elektrostatik

6.6 Parallele geladene Driihte

Berechnen und skizzieren Sie die Aquipotenzialflichen und Feldlinien von zwei
parallelen, unendlich langen, diinnen Drihten im Abstand 2a, deren Ladung pro
Linge gleich ¢ /L beziehungsweise —¢g /L ist. Betrachten Sie zunéchst einen einzel-
nen Draht, und berechnen Sie dessen elektrisches Feld mit dem Gaul3schen Gesetz.
Superponieren Sie anschlieBend die Potenziale und Felder der beiden Drihte.

Hinweis: Die Differenzialgleichung fiir die Feldlinien kénnen Sie mit Hilfe ei-
nes integrierenden Faktors l16sen. Es ergibt sich ein orthogonales Kreisnetz.

6.7 Homogen geladener diinner Stab

Die Ladungsdichte eines diinnen, homogen geladenen Stabs (Ladung ¢, Linge 2a)
ist

o(r) = 2q—a §(x) 8(y) O(a — |zl) (6.39)

Werten Sie die Integralformel fiir das Potenzial in Zylinderkoordinaten aus. Be-
rechnen und skizzieren Sie die Aquipotenzialflichen und Feldlinien. Die Differen-
zialgleichung fiir die Feldlinien kann mit Hilfe eines integrierenden Faktors gelost
werden.



7 Randwertprobleme

Wir betrachten elektrostatische Randwertprobleme der folgenden Art: Ein Volumen
V ist durch Metallfldchen begrenzt; in V ist die Ladungsverteilung gegeben; gesucht
ist das elektrostatische Potenzial ¢ in V. Ein Beispiel fiir ein solches Problem ist
in Abbildung 7.1 skizziert. Wir untersuchen die Existenz und die Eindeutigkeit der
Losung @ des Randwertproblems, und seine numerische Losung.

Die Ladungen im Volumen V influenzieren Oberflachenladungen auf dem Metall.
Da diese Oberflichenladungen zunéchst unbekannt sind, kann das Potenzial @ nicht
mit Hilfe von (6.3) bestimmt werden. In einem Metall gilt jedoch @ = const. Hier-
durch ist eine Randbedingung fiir die Bestimmung von @ (r) in V gegeben. Diese
Randbedingung ersetzt die Angabe der (unbekannten) Ladungen auf dem Metall.

Randbedingung fiir Metall

In einem Metall gibt es Elektronen, die sich (ndherungsweise) frei bewegen kon-
nen. Im Folgenden betrachten wir das statische Gleichgewicht, das sich in einem
abgeschlossenen System iiber kurz oder lang einstellt. In diesem Fall gilt fiir das im
Metall wirksame Feld:

E=0 (wirksames Feld im Metall) (7.1)

Fir E # 0 gibt es Krifte auf die beweglichen Ladungen. Dann kommt es — im
Gegensatz zur Voraussetzung ,.statisch® — zu zeitabhidngigen Vorgingen. Werden
Ladungen in die Nihe eines Metallstiicks gebracht, dann verschieben sich die be-
weglichen Ladungen solange, bis im Metall E = 0 gilt.

Die tatsdchlichen Felder (insbesondere die Felder der Atomkerne und Elektro-
nen) verschwinden nicht. Der Zusammenhang zwischen den tatséchlichen Feldern
und den hier als ,,wirksam‘ bezeichneten Feld wird in Teil VI behandelt.

Aus (7.1) folgt

@ (r) = const. (im Metall) (7.2)

In Abbildung 7.2 ist die Grenzflache zwischen einem Metallkorper 1 und dem Va-
kuum 2 gezeigt. Das Potenzial @ soll im Volumen V (also im Vakuum) bestimmt
werden; in V wird eine vorgegebene Ladungsverteilung zugelassen.

Mit Hilfe des GauBlschen und des Stokesschen Satzes erhalten wir eine Aus-
sage liber das Feld an der Grenzfliche R zwischen dem Vakuum und dem Metall.
Aus zwei kleinen Linienelementen der Léinge ¢, die parallel zur Grenzfldche liegen,
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Metallplatte, g = 0

Bildladung —¢q

Abbildung 7.1 Eine Punktladung vor einer geerdeten, ebenen Metallplatte stellt ein ein-
faches Randwertproblem dar. Die Punktladung influenziert Ladungen auf der Platte. In der
Abbildung sind die sich ergebenden Feldlinien (durchgezogen mit Pfeilen) und Aquipoten-
zialflichen (gestrichelt) skizziert. Die Rotation um die Symmetrieachse (Gerade durch die
Ladung und die Bildladung) ergibt ein dreidimensionales Bild. In Kapitel 8 wird das hier
skizzierte Feld mit Hilfe einer Bildladung berechnet.

Abbildung 7.2 Ein Vakuumbereich durch Metall begrenzt. Im Inneren des Metalls ver-
schwindet das mittlere elektrische Feld, E; = 0. Am Rand des Metalls wird eine Ober-
flachenladung o zugelassen. Zur Ableitung der Randbedingung fiir das Feld im Vakuum
werden ein Volumenelement AV und ein Fldchenelement AA benutzt, deren Form rechts
skizziert ist.
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bilden wir die Rechteckfliche AA (Abbildung 7.2). Der Abstand zwischen den bei-
den Linienelementen wird dabei (beliebig) klein gewihlt. Dann erhalten wir aus
rot E = 0 und dem Stokesschen Satz folgende Aussage

0=/ dA-rotE:fdr-E:ﬁt-(Ez—El) (7.3)
AA

Dabei bezeichnet E| das Feld im Metall, und E, dasjenige im Vakuum. Wegen
E| = 0 ergibt sich
t-Exr)|,=0 (7.4)

Hierbei ist ¢ ein beliebiger Tangentenvektor der Grenzfliche R.

Aus zwei kleinen Fliachenelementen der Grofle a, die parallel zur Grenzfliche
liegen, bilden wir ein Volumenelement AV (Abbildung 7.2). Der Abstand zwischen
den beiden Flidchenelementen wird dabei (beliebig) klein gewihlt. Wir wenden das
GauB3sche Gesetz auf dieses Volumenelement mit der Oberfliche A = A(AV) an:

% dA~E=an-(E2—E1)=4n/ d’r 0 =4mng (7.5)
A(AV) AV

Hierbei ist n der Normalenvektor der Grenzflache, der in den Vakuumbereich hin-
einzeigt, und g ist die in AV enthaltene Ladung. Da wir den Abstand der beiden
Fldchen beliebig klein machen konnen, ohne (7.5) zu dndern, tragen nur die an
der Oberfliche lokalisierten Ladungen zu g bei. Wir fithren die Oberflichenladung
o(r) = q/a = Ladung pro Fliche ein und berticksichtigen E; = 0. Damit wird
(7.5) zu

n-Exr)|, =4mno(r) (7.6)

Die beweglichen Oberflichenladungen verschieben sich solange, bis (7.4) gilt. Die
Oberflachenladungen konnen aber nicht in Richtung der Flichennormalen verscho-
ben werden.

Durch (7.4) und (7.6) sind folgende Randbedingungen fiir den Vakuumbereich
gegeben:

e Die Tangentialkomponente des elektrischen Felds verschwindet am Rand R.

e Die Normalkomponente des elektrischen Felds am Rand R ist gleich 4 mal
der Oberflachenladung des Metalls.

Formulierung des Randwertproblems

Nach der Diskussion der physikalischen Randbedingungen formulieren wir das
zu 16sende Randwertproblem mathematisch. Ein zusammenhingendes Volumen V
werde durch eine oder mehrere getrennte Metallflichen begrenzt, die wir mit dem
Index i durchnummerieren. Der Rand R von V besteht dann aus den Rindern R;
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der einzelnen Metallkorper. In V ist das Potenzialfeld @ (r) gesucht. Aus (7.4) und
(7.6) ergeben sich die Randbedingungen
od

b el
on |

= @; =const. und

R = —dno(r) (7.7)

Dabei steht d/dn fiir n- V. Voneinander getrennte Metallkdrper konnen unterschied-
liche Potenzialwerte @; haben.
Die Vorgabe der Potenzialwerte am Rand wird Dirichlet-Randbedingung ge-
nannt:
|, = Po(r) (Dirichlet-Randbedingung) (7.8)

Diese Bedingung ist etwas allgemeiner als der erste Teil von (7.7), denn @ (r) muss
nicht (wie beim Metall) auf jedem zusammenhingenden Rand einen konstanten
Wert haben. Die Vorgabe der Normalkomponente auf dem Rand wird Neumannsche
Randbedingung genannt:

9P

o = —4no(r) (Neumannsche Randbedingung) (7.9)
n iR

Im Allgemeinen sind die Oberflaichenladungen nicht bekannt. Vorgegeben sind
stattdessen die Potenzialwerte @; auf den einzelnen Metallkorpern, also eine spezi-
elle Form der Dirichlet-Randbedingung. Fiir die allgemeine Diskussion dieses Ka-
pitels spielt diese Spezialisierung aber zunichst keine Rolle. Wir untersuchen daher
das Potenzialproblem mit einer Dirichlet-Randbedingung:

AD(r) = —4mo(r) inVv Randwertproblem:
o(r), @o(r) gegeben, (7.10)
d(r) = do(r) auf R ®(r) gesucht.

Wir werden in den folgenden Abschnitten sehen, dass das so formulierte Problem
eine eindeutige Losung hat. Aus dieser Losung kénnen dann die Oberflichen-
ladungen bestimmt werden:

1 09
(Oberflichenladung) (7.11)

Partikulire und homogene Losung

Man kann die Losung von (7.10) formal als Summe einer partikuldren und einer
homogenen Losung schreiben. Man iiberpriift leicht, dass
3.7 Q(I‘/)
D(r) = (ppart(r) + Phom(r) = | dr W + Phom(r) (7.12)
v —
die Poissongleichung in (7.10) 16st. Dabei ist @pom €ine zunidchst beliebige Losung
von A @pom = 0. Aus der Randbedingung in (7.10) folgt

q)hom|R = (¢0 - ¢part) R (7.13)
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Wir betrachten zwei Beispiele fiir die Aufteilung (7.12):

(i) Es gibt keine Metallflaichen. Das Volumen V ist der gesamte Raum, und
die Randbedingung lautet @(00) = 0. Dann ist ®p, die bekannte Losung
(6.3), und Py verschwindet. In diesem Fall wird die Randbedingung (also
@ (00) = 0) hdufig nicht explizit formuliert.

(i) Es gibt eine ebene Metallflache, Abbildung 7.1, auf der @|g = 0 gilt. Das
Volumen V ist der durch x < 0 definierte Teilraum. In diesem Fall ist ®pom, (7)
gleich dem Potenzial einer Bildladung (Kapitel 8).

Numerische Losung. Existenz der Losung

Elektrostatische Probleme kann man in einfachen Fillen (zum Beispiel fiir Kugel-
symmetrie oder andere einfache Geometrien) analytisch 16sen; im Kapitel 8 werden
eine Reihe von Standardmethoden vorgestellt. In diesem Abschnitt skizzieren wir
die numerische Behandlung des Problems (7.10). Dies ist ein allgemeines Losungs-
verfahren.

Das Volumen V, in dem die Poissongleichung geldst werden soll, wird zunédchst
mit diskreten Gitterpunkten iiberdeckt. Der Einfachheit halber betrachten wir ein
dquidistantes kartesisches Gitter mit den Punkten

3
Fungns = Y dnj €; (7.14)

i=1

Hierbei ist d der Abstand benachbarter Punkte. Die Werte von n; sind ganzzahlig;
ihr Bereich ist durch das Volumen V gegeben (Abbildung 7.3).

Gesucht ist das Potenzial @ (r,,4,0;) = @ (11, n2, n3) an den Gitterpunkten im
Inneren von V (ohne die Randpunkte). Gegeben ist die Ladungsdichte o (7, n,n5) =
o(n1, ny, n3) an diesen Punkten und das Potenzial @ |r = @ an den Randpunkten.

Man nihert nun die Ableitungen durch Differenzenquotienten an, etwa

0P (n +1/2,n2,n3) _ P(ny +1,n2,n3) — P(ny, na, n3)
ox d

(7.15)

PPy nany) 1 (9P +1/2,n2,n3)  dP(ny — 1/2,n2,n3)
9x2 dx ax

U

N D(ny+1,ny,n3)+ D — 1,ny,n3) — 2D (ny, ny, n3)

(7.16)

Die Hilfspunkte 1 &£ 1/2 treten nur im Zwischenschritt auf. Die Poissongleichung



64 Teil I Elektrostatik
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Abbildung 7.3 Um das links dargestellte Randwertproblem (7.10) numerisch zu l6sen,
wird ein Gitter liber das Volumen V gelegt. Am Rand des Gitters (x) sind die Potenzial-
werte vorgegeben, an den inneren Punkten () sind sie dagegen unbekannt. Die Differen-
zialgleichung A® = —4mp ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Po-
tenzialwerte. In einer realistischen Rechnung muss der Gitterabstand viel kleiner als die
Lingenausdehnung von V sein.

wird damit zu
AD = %(¢(ﬂ1+1,nz,n3)+¢>(n1—l,nz,n3)+¢(n1,nz+l,n3)
+@(ny,ny—1,n3) + @(ny,nz,n3+ 1) + @(ny,n2,n3 — 1)
—6¢(n1,n2,n3)> — —4wo(ny, na, n3) (7.17)

Fiir d — 0 geht der Fehler dieser Nidherung gegen null. Zugleich ldsst sich der Rand
immer besser durch Punkte auf dem Gitter approximieren.

Gleichung (7.17) ist fiir alle Gitterpunkte (n1, no, n3) im Inneren von V auf-
zustellen. Die Anzahl dieser Punkte sei N. Damit ist (7.17) ein lineares, inhomo-
genes Gleichungssystem aus N Gleichungen fiir N Unbekannte @ (n1, ny, n3). Als
Inhomogenititen treten das Potenzial an den Randpunkten und die Ladungsdichte
im Inneren von V auf. Ein solches Gleichungssystem kann in der Form Ax = b
geschrieben werden, wobei der Spaltenvektor x die unbekannten Potenzialwerte
enthilt, der Vektor b die gegebenen Werte fiir die Ladungsdichte und die Potenzi-
alrandwerte, und die N x N -Matrix A die Koeffizienten des Gleichungssystems.
Die eindeutige Losung des Gleichungssystems ist x = A~!'b (die Eindeutigkeit der
Losung wird im nédchsten Abschnitt gezeigt). Dabei setzen wir det A # 0 voraus,
was bei verniinftiger Wahl der Gitterpunkte erfiillt ist. (Bei gegebener numerischer
Genauigkeit gibt es eine untere Grenze fiir die Gitterabsténde; wihlt man das Gitter
zu eng, dann werden die Gleichungen numerisch linaer abhingig, und die Matrix A
kann nicht invertiert werden).

Fiir die Neumannsche Randbedingung ergeben sich folgende Modifikationen:
Zunichst gilt auch hier (7.17) fiir die Punkte im Inneren von V. Die Ableitung
am Rand wird durch den entsprechenden Differenzenquotienten angenihert. Fiir M
Randpunkte ergibt (7.9) M zusitzliche lineare Gleichungen. Zugleich erhoht sich
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die Zahl der Unbekannten von N auf N + M, da der Wert von & auf R unbekannt
ist. Damit ergibt sich ein lineares, inhomogenes Gleichungssystem mit N 4+ M Glei-
chungen fiir N + M Unbekannte. In diesem Fall kann man am Gleichungssystem
sofort erkennen, dass mit @ auch @ + const. Losung ist; die Losung ist daher nicht
eindeutig.

Das skizzierte Verfahren stellt nicht unbedingt die optimale Strategie fiir eine
numerische Losung dar. So kdnnte eine dem Problem angepasste Wahl der Gitter-
punkte die Genauigkeit der Losung oder Schnelligkeit auf dem Computer verbes-
sern (zum Beispiel durch die ,,Methode der finiten Elemente). AuBerdem gibt
es verschiedene Moglichkeiten, Ableitungen durch Differenzen anzundhern, etwa
durch Benutzung von mehr als den jeweils nichsten Nachbarpunkten. Man konnte
auch die Laplacegleichung zunichst durch ein dquivalentes Variationsverfahren er-
setzen (Aufgabe 7.5). Vor der praktischen Rechnung auf dem Computer sollte man
sich iiber die moglichen numerischen Methoden und existierende Programme in-
formieren. Ein empfehlenswertes Buch mit Programmen ist Numerical Recipes von
W. H. Press et al. (Cambridge University Press, second edition 1992).

Eindeutigkeit der Losung

Wir zeigen, dass die Losung von (7.10) eindeutig ist. Dazu betrachten wir zwei
beliebige Losungen @ (r) und @, (r) von (7.10). Fiir die Differenz

Y (r) = ®(r) — @a(r) (7.18)
folgt dann aus (7.10)
AY =0inV und W[, =0 (7.19)
Wir schreiben den 1. Greenschen Satz (1.30) fiir G = ¥ und ® = ¥ an:
3 ov
&Ir (VAY + VY -VU) = dF ¥ — (7.20)
%4 R on

Wegen ¥ |gr = 0 verschwindet die rechte Seite. Dies gilt auch, wenn man anstelle
der Dirichletschen die Neumannsche Randbedingung (7.9) verwendet, die fiir die
Differenz ¥ der Losungen

ov
—1 =0 (Neumann) (7.21)
on |
ergibt. Auf der linken Seite von (7.20) setzen wir A¥ = 0 ein. Damit erhalten wir
aus (7.20)

/d3r (V¥)’=0 — V& =0 — W()=const.  (7.22)
Vv

Damit konnen sich zwei mogliche Losungen @1 (r) und @, (r) lediglich um eine
Konstante unterscheiden. Fiir die Dirichletsche Randbedingung muss diese Kon-
stante wegen ¥ |g = 0 verschwinden; die Losung ist also eindeutig. Fiir die
von Neumannsche Randbedingung ist die Losung @ (r) dagegen nur bis auf die-
se (unwesentliche) Konstante festgelegt.
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Faradayscher Kiifig

Unter einem Faradayschen Kifig versteht man eine beliebig geformte, geschlossene
Metallflache. Im Inneren (dem Volumen V') gebe es keine Ladungen. Dann muss das
Potenzial @ folgenden Bedingungen gentigen:

A® =0 inV und @, =Py = const. (7.23)

R
Offensichtlich ist nun

d(r)= &g =const. inV (7.24)

eine Losung. Da die Losung eindeutig ist, ist dies auch schon die gesuchte Losung.
Aus @ (r) = const. folgt, dass das Feld E innerhalb einer geschlossenen Metallfla-
che verschwindet:

E =0 im Faradayschen Kifig (7.25)

Beliebige duflere elektrische Felder konnen durch einen geschlossenen Metallkifig
abgeschirmt werden. Praktisch kann die geschlossene Metallfliche auch durch ein
Metallgitter ersetzt werden; dazu muss der Maschenabstand klein gegeniiber der
Linge sein, auf der sich die duleren Felder andern. In der Elektrostatik beschrinken
wir uns auf statische Felder. Es sei aber erwiéhnt, dass fiir nicht zu hohe Frequen-
zen die Abschirmung durch eine geschlossene Metallflache auch fiir zeitabhédngige
Felder wirksam ist (Kapitel 34).

Aufgaben
7.1 Poissongleichung auf ein- und zweidimensionalen Gitter

Formulieren Sie die Poissongleichung fiir @ (x) auf einem eindimensionalen und
fiir @ (x, y) auf einem zweidimensionalen dquidistanten Gitter mit Gitterabstand d.

7.2 Poissongleichung auf dem Gitter: Hohler Metallwiirfel

Ein wiirfelformiger Hohlraum (Kantenldnge L) sei durch Metallwinde begrenzt.
Der Wiirfel werde nun in der Mitte parallel zu zwei Seitenflichen durchgeschnitten.
An der einen Hilfte wird das Potenzial @ = @, angelegt, an der anderen gelte
@ = (; die beiden Metallkorper seien voneinander isoliert.

Berechnen Sie das Potenzial im Inneren dieser Anordnung numerisch. Ver-
wenden Sie dazu einen Gitterabstand d = L/3. In welchem Bereich der Anord-
nung wird die numerische Losung auch bei kleinerem Gitterabstand (zum Beispiel
d = L/100) deutlich von der wahren Losung abweichen?
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7.3 Durch Metallplatten begrenztes Volumen [

Das Volumen
Vi={r:0=sx=<a, 0<y=<b —oco<z=oo}

ist durch Metallplatten begrenzt. Die beiden Platten bei x = 0 und x = a sind ge-
erdet, die beiden anderen bei y = 0 und y = b haben das Potenzial @(. Wegen der
Translationssymmetrie in z-Richtung reduziert sich das Problem auf zwei Dimen-
sionen, @ (r) = @ (x, y). Losen Sie die Laplacegleichung im Inneren des Volumens
mit dem Separationsansatz und geben Sie die allgemeine Losung an. Bestimmen
Sie die Konstanten dieser Losung so, dass die Randbedingungen erfiillt sind.

7.4 Durch Metallplatten begrenztes Volumen I1

Das Volumen
Vi={r:0<x<a, 0<y=<oo, —00<z=oo}

ist durch Metallplatten begrenzt. Die beiden Seitenplatten bei x = O und x = a
sind geerdet; die Bodenplatte bei y = 0 hat das Potenzial @,. Wegen der Trans-
lationssymmetrie in z-Richtung reduziert sich das Problem auf zwei Dimensionen,
@(r) = X(x) Y(y). Losen Sie die Laplacegleichung im Inneren des Volumens mit
dem Separationsansatz und geben Sie die allgemeine Losung an. Bestimmen Sie
die Konstanten dieser Losung so, dass die Randbedingungen erfiillt sind.

Zeigen Sie, dass das Potenzial auch in der Form

sin(rtx/a) ]

sinh(my/a) (7.26)

2 Qg
®(x,y) = —— arctan
T
geschrieben werden kann. (Es geniigt zu zeigen, dass dieses Potenzial das gestellte
Randwertproblem 16st; denn die Losung des Problems ist ja eindeutig). Berechnen
und skizzieren Sie die Aquipotenzialflichen und Feldlinien.

7.5 Variationsprinzip fiir die Feldenergie

Am Rand R des Volumens V ist das Potenzial @ (r) vorgegeben. In V geniigt das
Feld dem Variationsprinzip

1 3 2 ..
W] = - d°r (grad @ (r))” = minimal
%

Leiten Sie hieraus eine Differenzialgleichung fiir @ (r) ab.

Erlduterung: Das elektrostatische Feld stellt sich so ein, dass die Feldenergie
minimal ist. Die Feldenergie W[@®] ist ein Funktional von @. Die Minimalitits-
bedingung impliziert W = W[® 4 D] — W[P] = 0, wobei §@ (r) eine kleine
Variation ist, die am Rand verschwindet.



8 Anwendungen

Wir diskutieren einige Methoden zur analytischen Losung des elektrostatischen
Randwertproblems. Wir fiihren den Kondensator ein und berechnen die Kapazitit
eines Kugelkondensators. Die Feldgleichungen tiir die wirbelfreie Stromung einer
idealen Fliissigkeit werden vorgestellt und mit denen der Elektrostatik verglichen.

Bildladungen

Abbildung 8.1 zeigt eine Punktladung vor einer ebenen Metallplatte. Der Abstand
der Ladung zur Platte sei a. Die Platte habe das Potenzial @ = 0; man sagt hier-
zu auch, die Platte ist geerdet. Gesucht ist das elektrostatische Potenzial und die
Influenzladung auf der Metallplatte. Dieses Problem kann mit der Methode der
Bildladung (auch Spiegelladung genannt) geldst werden.
Die Metallplatte teilt den Raum in zwei Hilften, x > 0 und x < 0. Im rechten
Teilraum ist die Losung
D(r)y=0 firx >0 (8.1)

Sie geniigt der Gleichung A® = 0 und den Randbedingungen @ = 0 bei x = 0.
Diese Losung gilt auch, wenn der Raum x > 0 durch einen vollen Metallkorper aus-
gefiillt ist oder wenn die Metallplatte eine endliche Dicke hat. Dieser Losungsteil
ist ohne besonderes Interesse.

Die eigentliche Fragestellung bezieht sich auf den Bereich x < 0. Gesucht ist
eine Losung der Gleichungen

AD(r)=—4nqg 8(r +ae,) firx <0, Dl =2(x=0,y.2)=0 (8.2

Dies ist ein Randwertproblem der Form (7.10). Wir betrachten zunéchst ein anderes
Problem, und zwar eine Ladung g bei —ae, und eine entgegengesetzt gleichgrofie
Ladung bei a e, :

AD(r) = —4ng (8(r—|—aex)—5(r—aex)) (8.3)

Das Feldlinienbild hierfiir wurde bereits in Abbildung 6.1 skizziert. Die Losung von

(8.3) ist bekannt:
1 1
o) = - 8.4
") q<|r+aex| |r—aexl> R

Man priift leicht nach, dass dieses @ (r) auch (8.2) I6st. Damit haben wir folgende
Losung des Problems ,,Punktladung und Metallplatte” gefunden: Fiir x > 0 ist
68
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Metallplatte P
Influenzierte
Ladung auf
der Platte
L\
~ -~
~
N
y; X
~
- _ -
Bildladung

Abbildung 8.1 Das Problem ,,Punktladung ¢ und geerdete Metallplatte* wird durch das
Problem ,,Punktladung ¢ und Bildladung —g* ersetzt. Links von der Metallplatte erge-
ben beide Probleme dasselbe Feld; die schematische Abbildung zeigt einige Feldlinien.
Die Feldstirke E an der Platte bestimmt die influenzierte Ladung. Thre Verteilung auf der
Metallplatte ist rechts skizziert.

@ =0, fir x < 0 gilt (8.4). Der zweite Term in (8.4) 16st die Gleichung A® = 0
im Bereich x < 0. Er entspricht daher dem Term @y, in (7.12); dieser Term ist so
gewihlt, dass die Randbedingung erfiillt wird.

Die Methode der Bildladung besteht allgemein darin, Ladungen auB3erhalb von
V so zu bestimmen, dass sie zusammen mit den Ladungen in V ein Potenzial erge-
ben, das die Randbedingung erfiillt. Die Methode der Bildladung ist auch auf ande-
re einfache Geometrien anwendbar, etwa auf die Probleme ,,LLadungsverteilung und

Platte®, ,,Ladung und zwei zueinander senkrechte Platten* oder ,,Punktladung und
Kugel*“ (Aufgaben 8.1 und 8.2).

Influenzladung

Das elektrische Feld kann aus (8.4) berechnet werden:

E(r):—grad<p:q< rder r_“ex3> (x<0) (85
|r +ae,y| |r —aey|

Aus (7.11) erhalten wir die Oberflichenladung o auf der Metallplatte:

—E,(x=0,y,2) —qga _ —qa
am 2n @+ 2+ 2@+ P2
(8.6)
Diese Oberflichenladung ist maximal am Lotpunkt (y,z) = (0, 0) der Punktla-
dung; sie nimmt mit wachsendem p? = y? + z> ab (Abbildung 8.1, rechts). Die

U()’aZ) =
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Gesamtladung auf der Metallplatte ist

o o0 p

Ginfl = 2T fo dp p o(p) aq /O dp @1 " q (8.7
Diese Ladungen heiBlen Influenzladungen. Sie entstehen dadurch, dass die Krifte
des duBeren Felds die frei beweglichen Ladungen (die Elektronen im Leitungsband
des Metallgitters) verschieben. Im betrachteten Problem werden die Influenzladun-
gen durch die Punktladung vor der Platte hervorgerufen. Wenn man diese Punkt-
ladung kontinuierlich vergroBert, so flieft iiber die Erdung (die fiir @[ = 0 sorgt)
Ladung von der Platte ab.

Uber die Influenzladung iiben die Metallplatte und die Punktladung Krifte auf-
einander aus. Die Kraft auf eine Punktladung ¢ ist F = ¢ E’, wobei E’ das Feld
aller Ladungen aufler der Punktladung selbst ist. Das gesamte Feld E ist im Be-
reich x < 0 durch (8.5) gegeben. Also ist E’ gleich dem Feld der Bildladung; dies
ist im Bereich x < 0 zugleich das Feld der Influenzladungen. Damit wirkt auf die

Punktladung die Kraft

q2
F = 4—612 €y (88)

Auf die Platte wirkt eine entgegengesetzt gleich groBe Kraft.

Greensche Funktion

Ein Volumen V sei durch geerdete Metallkorper begrenzt; in V' sei eine Ladungs-
verteilung o gegeben. Das zu 16sende Problem ist dann

A®D(r)=—4mg(r) inV und &), =0 (8.9)
Wir betrachten zunichst eine Punktladung bei r( anstelle der Ladungsverteilung:
APy(r) =—4nqgé(r —ro) inV und <D0(r)|R=O (8.10)

Aus der Losung @ dieses Problems lédsst sich die Losung @ des allgemeineren
Problems (8.9) konstruieren. Die Losung @ fiir die Ladung ¢ = 1 bezeichnen wir
als Greensche Funktion G(r, rg):

AG(r,rg) = —4ndé(r —ro) inV und G(r, ro)|rER =0 (8.11)
Die Losung des urspriinglichen Problems (8.9) lautet
D(r) = /d3r/ G(r,r')o(r" (8.12)
Man iiberpriift leicht mit Hilfe von (8.11), dass dies Losung von (8.9) ist.

Die Greensche Funktion G héngt von der Form der Begrenzung R ab. Wir be-
trachten zwei einfache Beispiele:
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1. Es gebe keine Metallplatte; die Randbedingung lautet @(co) = 0. Nach
(3.24) lautet die Losung von (8.11)

1
Glroro) = - — (8.13)
Das Integral (8.12) wird zu
(r’)
O(r) = /d3r/ h (8.14)

Dies ist die wohlbekannte Losung (6.3).

2. Es gebe eine geerdete Metallplatte x = 0; die Randbedingung lautet @ =
0 fiir x = 0. Die Losung (8.4) fiir eine Punktladung ergibt die Greensche
Funktion dieses Problems

1 1

G(r,ro) = -
lr —rol |r—rql

mit ri=ro—2(rp-ec)e, (8.15)

Das Integral (8.12) wird damit zu

<P(r)=/d3r00(ro)< Lo ):/d3r’g(r/)+mr/)

|r —rol  |r—ri lr —r|
(8.16)
Diese Losung kann man auch so beschreiben: Man zerlegt die gegebene
Ladungsverteilung o in einzelne Ladungselemente dg = o d°r. Dann ordnet
man jedem Ladungselement dq eine Bildladung dgg zu. Dadurch erhilt man
eine Bildladungsverteilung og (7). Verglichen mit o hat og das umgekehrte
Vorzeichen und ist an der Ebene x = 0 gespiegelt.

Kondensator

Wir betrachten ein System aus N Metallkorpern mit den Réndern R;. Ladungen
sind nur auf den Metallkorpern zugelassen. Dann lautet das Randwertproblem

AD(r)=0, ] R = ®; @@=1,..,N), P (oc0) =0 (8.17)

Die Form und Lage der Metallkorper, also die ,,Geometrie des Kondensatorpro-
blems®, betrachten wir im Folgenden als fest vorgegeben. Die Feldkonfiguration
wird dann durch die N Potenzialwerte @, ..., @ x bestimmt.

Wenn @ (r) Losung von (8.17) ist, dann ist o« @ (r) die Losung des Problems mit
den Potenzialwerten o @; auf den Metallkorpern. In dem Problem mit o @; erhal-
ten das Feld E (r), die Oberflichenladungen und die Ladungen Q; auf den Korpern
ebenfalls den Faktor . Aus @; — a @; folgt also Q; — « Q;. Daher muss zwi-
schen den Q; und den @; ein linearer Zusammenhang gelten:

N
oF :ZC,‘]' D; (8.18)

j=1
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Die Koeffizienten C;; hingen nur von der vorgegebenen Geometrie ab. Die Feld-
konfiguration kann auch durch die Ladungen Q; festgelegt werden; die @; kon-
nen also auch als Funktionen der Q; aufgefasst werden. Daher kann die Beziehung
(8.18) nach den @; aufgeldst werden; die zu C = (C;;) inverse Matrix existiert.
Unter einem Kondensator im engeren Sinn versteht man eine Anordnung aus
zwei Metallkorpern (Abbildung 8.2), die entgegengesetzt gleich groB3e Ladungen
tragen, also
N =2, 01=—0,=0 (Kondensator) (8.19)

Einfache Beispiele sind der Platten- und der Kugelkondensator, Abbildung 8.3. Fiir
zwei Leiter sind im Allgemeinen zwei Potenzialwerte oder zwei Ladungswerte vor-
zugeben. Durch die weitere Einschrinkung Q1 = — Q> = Q ist das Feld durch
Vorgabe einer einzigen Grofle, etwa Q, festgelegt. Die Potenzialdifferenz zwischen
den beiden Metallkdrpern bezeichnen wir als Spannung U :

2
U:/dr‘Ezf;Dl—(Pz (8.20)
1

Multiplizieren wir das Potenzial @ (r) mit einer Zahl «, so impliziert dies Q — o Q
und U — « U. Daraus folgt, dass Q und U linear voneinander abhingen,

Q=const. .U =CU (8.21)

Dies ist ein Spezialfall von (8.18). Die GroBle C beschreibt die Aufnahmefihigkeit
der Anordnung fiir Ladung und heift daher Kapazitdit

C = % (Kapazitit) (8.22)
Die so definierte GroBe ist positiv; denn fiir Q = Q) > 0istU = @1 — @, > 0. Die
Definition (8.22) kann auch fiir einen einzigen Leiter 1 angewendet werden; dann
ist die Spannung U gleich @1 — @ (oc0) = @;.

Wir bestimmen die Kapazitit C eines Kondensators aus zwei konzentrischen
Metallkugeln. Die Kugel 1 habe den Radius a, die Kugel 2 den Radius b > a,
Abbildung 8.3. Aus der Kugelsymmetrie folgt @(r) = @(r) und somit E(r) =
E(r) e,. Wir werten das GauB3sche Gesetz fiir eine Kugel mit dem Radius r aus und
erhalten:

0 (r <a)
Er)y=1 0/r? (a<r<b) (8.23)
0 (r > b)

Mit @ (co) = 0 erhalten wir
Q/a—Q/b (r<a)
d(r)y=13 Q/r—Q/b (a<r <b) (8.24)
0 (r > b)
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&

Abbildung 8.2 Schematisches Feldlinienbild zwischen zwei Metallkérpern mit @; =
const. und @, = const. Zwischen den Korpern verdichten (condensare) sich die Feldlinien;
eine solche Anordnung heifit daher Kondensator.

Plattenkondensator Kugelkondensator

Abbildung 8.3 Unter einem Kondensator im engeren Sinn versteht man zwei Metall-
korper mit den Ladungen Q; = Q und Q, = — Q. Die Spannungsdifferenz U = @ — &,
zwischen den Korpern bestimmt die Kapazitit C = Q/U der Anordnung. Fiir einfache
Geometrien (wie Platten- und Kugelkondensator) kann das Feld des Kondensators und sei-
ne Kapazitit C leicht angegeben werden.
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Hieraus konnen wir die Potenzialwerte auf den Kugeln ablesen:

_e. ¢

(p )
! a b

P, =0 (8.25)

Die Kapazitit (8.22) des Kugelkondensators ist

_ 0 . ab
o QD]—d)z_b—a

C (8.26)

Die Kapazitit hat die Dimension einer Léinge, [C] = cm; eine solche Angabe kann
man auf Kondensatoren in alten Radiogeriten finden. Heute wird die Kapazitét von
Kondensatoren im technischen Bereich immer im MKSA-System angegeben:

(g C
C]l= — = - =F =Farad MKSA-System 8.27
[C] T ( ystem) (8.27)
Eine Kapazitit von C = 1cm im Gauflsystem entspricht etwa einem Picofarad

(pF = 10712 F) im MKSA-System.
Aus (6.29) erhalten wir noch die potenzielle Energie W eines aufgeladenen Kon-
densators

1 1
W= 5‘/d3r o(r) &(r) = 5 (Q1@1+ 0292

819820 QU Q_2 _ C_U2 (8.28)
- 2 2 2 .

Dies ist gleich der Feldenergie W = [ d’r E? /8.

Differenzierbare komplexe Funktionen

In diesem Abschnitt beschrinken wir uns auf zweidimensionale Probleme, bei de-
nen das Potenzial @ von nur zwei kartesischen Koordinaten abhingt:

d(r)=D((x,y) (8.29)

Eine Reihe solcher Probleme lésst sich mit Hilfe von differenzierbaren komplexen
Funktionen 16sen.
Eine komplexe Funktion f(z) kann in der Form

f@) = fx+iy)=ulx,y)+ivix,y) (8.30)

geschrieben werden. In diesem Abschnitt steht z nicht fiir die dritte kartesische
Koordinate, sondern fiir x + iy. Die komplexe Funktion besteht aus zwei reellen
Funktionen u(x, y) und v(x, y), die von den reellen Variablen x und y abhidngen.
Wir betrachten nun differenzierbare komplexe Funktionen. Fiir komplexe Funk-
tionen f(z) ist die Differenzierbarkeit eine relativ starke Einschrinkung, denn der



Kapitel 8 Anwendungen 75

Grenzwert des Differenzenquotienten (f(z) — f(z0))/(z — zo) muss fiir beliebige
Anniherungen z — zo existieren und iibereinstimmen. Wir betrachten speziell die
Annzherungen parallel zur x- oder y-Achse:

df . Af Uy +1ivy (Az = Ax)

= lim ) ) (8.31)
dz  Az—0 Az —iuy + vy (Az =1Ay)

Wir benutzen die Notation u,, = du/dx. Damit die beiden angegebenen Grenzwerte
iibereinstimmen, muss

uy =vy und u,=—vy (8.32)

gelten. Diese Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen sind eine notwendige
Bedingung fiir die Existenz der Ableitung von f(z); sie folgen also aus der voraus-
gesetzten Differenzierbarkeit. Durch nochmalige Differenziation und Vertauschung
der partiellen Ableitungen (# und v seien zweimal differenzierbar) erhalten wir

Au=1ttyy +uyy, =0 und Av=vy +vy, =0 (8.33)

Damit liefert jede (zweimal) differenzierbare komplexe Funktion f(z) eine Losung
der Laplacegleichung; die Funktion f(z) heifit auch komplexes Potenzial. Aus

gradu - grad v = uy vy + uy vy 32 0 (8.34)

folgt, dass die Linien # = const. und v = const. senkrecht aufeinander stehen. Fiir
die Aquipotenziallinien v = const. sind die zugehorigen Feldlinien # = const. und
umgekehrt. Durch Verschiebung in Richtung der dritten kartesischen Koordinate,
von der das Potenzial (8.29) nicht abhzingt, werden die Aquipotenziallinien zu Aqui-
potenzialflachen.

Als Beispiel betrachten wir das komplexe Potenzial

f(z):z-i-%:u(x,y)—i-iv(x,y) (8.35)

Mit Ausnahme der Stelle z = 0 ist f(z) beliebig oft differenzierbar. Die Feld- und
Aquipotenziallinien (Abbildung 8.4) sind durch
= const. (8.36)

u=x-+ = const., v=y

x2 + y2 x2 + y2
gegeben. Die Aquipotenziallinie v = 0 besteht aus dem Kreis x> + y> = 1 und
der x-Achse (y = 0). Der Kreis kann als Kontur eines Kreiszylinders interpretiert
werden. In groBer Entfernung vom Zylinder stellen v ~ y = const. die Aqui-
potenziallinien eines homogenen elektrischen Felds dar. Daher vermittelt das kom-
plexe Potenzial (8.35) die Losung des Problems ,,leitender Kreiszylinder im homo-
genen Feld“ (Abbildung 8.4).
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Abbildung 8.4 Fiir die Funktion f(z) =
z+1/z = u(x,y) +iv(x, y) sind die Li-
nien v(x, y) = const. und u(x, y) = const.
skizziert. Die Linien v = const. sind asym-
ptotisch waagerecht und schmiegen sich bei
kleineren Abstinden an den Kreis an. Sie
konnen als Agquipotenziallinien des Pro-
blems ,,Leitender Kreiszylinder im homo-
genen Feld* interpretiert werden. Die dazu
senkrechten Linien u = const. sind dann
die Feldlinien.

Eine komplexe Funktion f = u(x, y) + iv(x, y) ordnet jedem Punkt der x-y-
Ebene einen Punkt der u-v-Ebene zu. Die Funktion kann daher als Abbildung der
x-y-Ebene in die u-v-Ebene aufgefasst werden. Fiir differenzierbare Funktionen ist
diese Abbildung konform, das heift bei ihr bleiben Winkel (nicht aber Absténde) er-
halten. Durch konforme Abbildungen konnen gezielt bestimmte Konturen in andere
umgeformt werden.

Die Methode der konformen Abbildungen wurde hier nur sehr knapp vorgestellt.
Sie hat mit der allgemeinen Verfiigbarkeit leistungsfihiger Computer an Bedeutung
verloren. (Allerdings kann es sinnvoll sein, numerische Verfahren mit analytischen
Losungen — etwa fiir Teilbereiche — zu kombinieren).

Potenzialstromung

Die Stromung einer Fliissigkeit oder eines Gases kann durch ein Geschwindigkeits-
feld v(r, t) beschrieben werden. Im stationédren Fall gilt v = v(r). Bei hinreichend
kleinen Stromungsgeschwindigkeiten stellt sich eine wirbelfreie Stromung ein, das
heil3t

rotv(r) =0 (8.37)

Die Fliissigkeit sei inkompressibel, das heif3t ihre Massendichte sei konstant, 0pa =
const. Aus der Kontinuitidtsgleichung 9mat + div (0macv) = 0 folgt dann im statio-
néren Fall

divv(r) =0 (8.38)

Die Feldgleichungen (8.37) und (8.38) haben dieselbe Form wie die der Elektro-
statik im quellfreien Bereich. Eine Inhomogenitit in (8.38) entspriche einer Quelle,
also einem Zufluss. Die Begriffe ,,Quellen” und ,,Wirbel* des Vektorfelds (formal
durch die Divergenz und Rotation definiert) finden eine anschauliche Deutung in
der Fliissigkeitsstromung.

Wegen (8.37) kénnen wir ein Geschwindigkeitspotenzial @ (r) einfiihren:

v = grad ®(r) (8.39)
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Damit wird (8.38) zur Laplacegleichung A@ = 0. Wir betrachten die Umstromung
von Konturen, etwa eines Tragfliigelprofils. Ein solches Profil bedeutet einen Rand
R fiir das Volumen V, in dem @ zu bestimmen ist. Am Rand R muss offenbar die
Normalkomponente vpormar der Geschwindigkeit null sein. Damit erhalten wir ein
Potenzialproblem mit einer speziellen Neumannschen Randbedingung:

. 0P

Ad(r)y=0 inV, — =0 (8.40)
on |p
Die Losung eines Potenzialproblems der Elektrostatik kann als Losung eines Stro-
mungsproblems interpretiert werden. Abbildung 8.4 stellt etwa die wirbelfreie Stro-
mung um den Kreiszylinder mit dem Profil x> 4+ y?> = 1 dar. Dazu interpretiert
man die Aquipotenziallinien als die Stromlinien, entlang denen sich Fliissigkeits-
elemente bewegen. (Falls man dagegen die Feldlinien in Abbildung 8.4 als Strom-
linien nimmt, dann muss die Oberfliche des Zylinders eine entsprechende Quelle
der Fliissigkeit sein).

Aufgaben
8.1 Punktladung vor geerdeten Metallplatten

Das Volumen
V={r:0§x§oo,0§y§00, —OOSZSOO}

ist bei x = 0 und y = 0 durch geerdete Metallplatten begrenzt. Innerhalb von V
befindet sich eine Punktladung g.

Bestimmen Sie das Potenzial @ (r) in V (mit Hilfe von Bildladungen). Berech-
nen Sie die Flachenladungsdichte und die Gesamtladung auf den Platten. Welche
Kraft wirkt auf die Punktladung?

8.2 Punktladung vor Metallkugel

AuBerhalb einer geerdeten, leitenden Hohlkugel (Radius R, Zentrum r = 0) be-
findet sich eine Punktladung ¢; bei r|. Berechnen Sie das Potenzial im Innen- und
AuBenraum der Kugel. Verwenden Sie hierzu eine geeignete Bildladung ¢ bei r.
Berechnen Sie die Ladungsdichte und die Gesamtladung auf der Kugeloberfldache.
Welche Kraft wirkt zwischen Punktladung und Kugel? Was dndert sich, wenn die
Ladung innerhalb der Kugel ist?

Welche Losung ergibt sich, wenn das Potenzial auf der Kugeloberfliche einen
endlichen Wert @9 = @ (R) — @ (0c0) # 0 hat?
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8.3 Kugelkondensator

Zwei konzentrische Metallkugelschalen mit

den Radien R; und R; haben die Potenzial-

werte @ und @, (es gelte @ (o0) = 0). Be-
@, D, stimmen Sie das Potenzial @ (r) im gesam-
ten Raum. Welche Ladungen QO und Q> be-
finden sich auf den Kugeln?

Spezialisieren Sie das Ergebnis auf einen
Kugelkondensator mit Q1 = —Q> = Q
und U = @] — &;, und geben Sie dessen
Kapazitit C = Q/U an.

Welche Kapazitit erhélt man fiir eine einzelne Metallkugel?

Betrachten Sie den Spezialfall d = R, — R} < R; und vergleichen Sie die
Kapazitit mit der eines Plattenkondensators (Cpae = Ac/(41md) ohne Randeffek-
te).

Zeigen Sie, dass die Kapazitit von 1cm im GauBsystem ungefdhr einem Pico-
farad im MKSA-System entspricht.

8.4 Plattenkondensator auf dem Gitter

Bestimmen Sie das Feld eines Plattenkondensators numerisch auf dem Gitter:

Dy =7 o o o o o o o o o o I

D
D=7 o o o o o o o o o © l
Dy=0

Parallel zu den Platten sei der Kondensator unendlich weit ausgedehnt. Auf den
Randpunkten (o) des Gitters sind die Potenzialwerte vorgegeben, an den inneren
Punkten (o) soll das Potenzial bestimmt werden. Bestimmen Sie die numerische
Losung fiir ein Gitter mit dem Gitterabstand d = D/N (in der Abbildung ist d =
D/3 gezeigt), und vergleichen Sie sie mit der exakten Losung.

8.5 Komplexes Potenzial

Berechnen und skizzieren Sie die Aquipotenzial- und Feldlinien des komplexen

Potenzials
z—a

Z+a
Geben Sie eine physikalische Interpretation an.

f(z)=In
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8.6 Potenzialstromung um eine bewegte Kugel

Eine Kugel (Masse M, Radius R) bewegt sich mit der konstanten Geschwindig-
keit vy durch eine inkompressible Fliissigkeit (Dichte gg). Der Vektor ro = vgt
gibt den Mittelpunkt der Kugel an. Eine wirbelfreie Stromung kann durch ein
Geschwindigkeitsfeld v(r) = grad @ (r) beschrieben werden. Zeigen Sie, dass der
Ansatz

1
@(r,t)=c-V — mit r' =r — vt
r
folgende Bedingungen erfiillt:
A®@r,t)=0 inV und v -e, =0 aufR

Dabei ist V das Volumen auflerhalb der Kugel, und R ist die Kugeloberflache. Die
zweite Bedingung bezieht sich auf das Ruhsystem der Kugel (durch die Striche an-
gezeigt). Von der Kugel aus gesehen muss die Normalkomponente der Geschwin-
digkeit auf dem Rand verschwinden; dies legt auch den konstanten Vektor c¢ fest.

Die mit der Bewegung verkniipfte kinetische Energie ist von der Form E =
Evpo + Erwe = Mest vg /2 und besteht aus den Beitrigen der Kugel Exugel =
M vO2 /2 und der Fliissigkeit. Berechnen Sie die effektive Masse M. der Kugel.

8.7 Wirmeleitungsgleichung
Fiir das Temperaturfeld T (r, ) gilt die Wirmeleitungsgleichung

AT (r, 1
TwD _ v AT 1)
a1

mit einer materialabhédngigen Konstanten «’. Im statischen Fall reduziert sich dies
auf die Laplacegleichung AT (r) = 0.

Auf zwei parallelen, unendlich ausgedehnten Platten im Abstand D seien die
Temperaturen 77 und 7, vorgegeben. Das Medium zwischen den Platten sei ho-
mogen. Geben Sie den Temperaturverlauf zwischen den Platten an, der sich im
statischen Fall durch Wirmeleitung einstellt.
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Der Laplaceoperator kommt in vielen Gleichungen der Physik vor; zum Beispiel in
der Schrodingergleichung, in der Diffusionsgleichung, in klassischen Wellenglei-
chungen oder in der Gleichung fiir wirbelfreie Stromung. Die Losung der Laplace-
gleichung

AD(r)=0 (Laplacegleichung) 9.1

hat daher Modellcharakter fiir die Losung partieller Differenzialgleichungen in der
Physik. Wir untersuchen die Losung der Laplacegleichung fiir Kugelkoordinaten.
Dabei ergeben sich die Legendrepolynome (dieses Kapitel) und die Kugelfunktio-
nen (Kapitel 11).

Vollstdndige, orthogonale Funktionensitze

Im Zusammenhang mit der Losung von (9.1) fiihren wir Funktionen (Legendre-
polynome, Kugelfunktionen) ein, die einen vollstindigen Satz orthonormierter
Funktionen (VONS) bilden. Wir stellen zunéchst einige wesentliche Eigenschaften
von VONS zusammen.

Wir betrachten Funktionen g(x), h(x), ..., die im Intervall (a, b) definiert sind.
Jeweils zwei dieser Funktionen ordnen wir eine Zahl zu:

b
(& h)=(h,g) = / dx g(x) h(x) 9.2)

Diese GroBle wird als Skalarprodukt bezeichnet. Fiir eine kartesische Koordinate
kann (a,b) = (—o0, +00) sein, fiir die Winkelkoordinate x = ¢ gilt dagegen
(a,b) = (0,2m). AuBerdem lassen wir zu, dass x die Abkiirzung fiir mehrere Va-
riable ist, zum Beispiel fiir drei kartesische Koordinaten.

Falls (g, h) = 0, nennen wir die Funktionen g und % orthogonal. Falls (g, g) =
1, heilt die Funktion g normiert. Ein abzdhlbarer Satz (S) von Funktionen

{fn}t =11, f2 S350 9.3)
heilt orthonormiert (ON), falls
(fna fn’) = 8nn’ (94)

80

T. FlieBbach, Elektrodynamik, DOI 10.1007/978-3-8274-3036-6_10
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



Kapitel 9 Legendrepolynome 81

Wir setzen im Folgenden voraus, dass (9.3) ein ONS ist. Ein Satz von Funktionen
heiflt vollstindig (V), wenn alle in (a, b) definierten und stetigen Funktionen in der
Form

o0
g) =Y an fulx) 9.5)
n=1
dargestellt werden konnen. (Genauer: f dx |g(x) =)  a, fn(x)| kann beliebig klein

gemacht werden.) Wir multiplizieren (9.5) mit f,(x), integrieren von a bis b und
verwenden (9.4). Daraus erhalten wir die Entwicklungskoeffizienten

am = (8. fm) = (fm. &) (9.6)

Durch Einsetzen von (9.6) in (9.5) erhdlt man

[ b 00
g) = (g fi) fux) = / dx' g() Y ) fu@) O

a

n=1 n=1
Damit dies fiir beliebige Funktionen g(x) gilt, muss
o0
Z () fu(x) =8(x —x)) (Vollstindigkeitsrelation) 9.8)

n=1

sein. Hieraus folgt (9.5) fiir beliebige g, also die Vollstidndigkeit des Funktionen-
satzes.

Ein Beispiel fiir die hier diskutierten Beziehungen ist die Fourierreihe. Jede
Funktion g(x) kann im Intervall (a, b) = (0, L) nach dem VONS

2 1 . 271x 2nx . 47x 4nx . 6mx
{f,,} =\/j<—, sin——, cos——, sin——, cos ——, sin ——, )
L\2 L L L L L
9.9)
entwickelt werden. Wenn g(x) = g(x + L) gilt, dann ist die Darstellung g(x) =
> ay fu(x) auch auBerhalb des Intervalls (a, b) giiltig. Meist betrachtet man die
Fourierentwicklung von vornherein nur fiir solche periodischen Funktionen.
Ein verwandtes Beispiel ist der VONS

{f} 2 . OTX o 27x . 3mx 9.10)
=,/—[|sin—, sin——, sin——, ... .
TV L L L L

fiir Funktionen g(x), die im Intervall (a, b)) = (0, L) definiert sind und fiir die
g(0) = g(L) = 0 gilt. Die Funktionen (9.10) beschreiben zum Beispiel auch die
Eigenschwingungen eines Hohlraumresonators, Abbildung 21.2. In der Quanten-
mechanik sind (9.10) die normierten Eigenfunktionen des unendlich hohen Poten-
zialtopfs, Kapitel 11 in [3].

Die aufgezeigten mathematischen Strukturen sind die eines normierten, voll-
stdndigen Vektorraums (Banach-Raum). Tabelle 9.1 zeigt die Analogien zum ge-
wohnlichen dreidimensionalen Vektorraum auf.
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Tabelle 9.1 Die im ersten Abschnitt dieses Kapitels diskutierten Strukturen sind
die eines normierten, vollstdndigen Vektorraums. In der Tabelle sind die sich entspre-
chenden Relationen fiir gewohnliche Vektoren und fiir Funktionen gegeniibergestellt.
Anstelle von drei Dimensionen des gewohnlichen Vektorraums hat der Funktionen-
raum unendlich viele Dimensionen.

Vektoren Bezeichnung Funktionen
r Vektor g(x)
{en} Basis {fu(0)}
(e - ey) =y Orthonormierung (fus fur) = 8pw
3 [}
r=> ae, Entwicklung g) =Y ay fulx)
n=1 n=1
_ Entwicklungs- _
anp = (en : r) koeffizienten an = (fn, g)
ap
_ @ Darstellung durch () = a
"= Zz Spaltenvektor §W = as
3 .
>e,0e, =1 Vollstindigkeit S fx) fulx) =8(x —x')
Legendrepolynome

Wir schreiben die Laplacegleichung A® = 0 in Kugelkoordinaten r, 6 und ¢ an:

132(¢)+ 1 0 (g 0P 1 3% 0 ©.11
-— ——— — | sinf — _— —— = .
rar2 V) T 2 sing 90 00 ) " r2sin?0 997
Der Separationsansatz
U(r)
D(r,0,¢) = —— P(cost) Q(9) 9.12)
r

schriankt die Form der Losungen zunichst ein. Die allgemeine Losung kann je-
doch als Linearkombination aus den Losungen aufgebaut werden, die wir mit der
Form (9.12) erhalten. Auch fiir andere Koordinaten (etwa kartesische oder Zylinder-
koordinaten) fiihrt ein Separationsansatz zur allgemeinen Losung.

Das Herausziehen eines Faktors 1/r im Ansatz (9.12) und die Verwendung des
Arguments cos 6 anstelle von 6 dient der spiteren Vereinfachung. Wir setzen (9.12)
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in (9.11) ein:

PQ d’U 1 d (. dP urp d*Q
=T - 6 — )|+ ——— —= =0 9.13
- a2 T Y9 sine a0 (Sm dG) 3 sin26 dep? ©-13)
Wir multiplizieren dies mit 73 sin”  und dividieren durch U P Q:
1 d? 1 d*U  sinf d dP
1490 agpgldU_sinbd (o 4P 9.14)
Q dg¢? U dr? P df do

Die linke Seite hiangt nicht von r oder 6 ab, und die rechte Seite hidngt nicht von
¢ ab. Also miissen beide Seiten gleich einer koordinatenunabhingigen Grofle sein.
Diese GroBe wird Separationskonstante genannt; wir bezeichnen sie mit —m?. Fiir
die linke Seite erhalten wir damit

Q" +m*Q =0, also Q(}) = Oul(¢) =exp(ime) (9.15)

Der Raumpunkt (7, 9, ¢) ist identisch mit (r, 8, ¢ + 27). Die Funktion @ (r, 0, ¢)
muss daher fiir beide Argumente denselben Wert haben, also

On@+2n) =0 — m=0,+1,—-1,+42,-2,... (9.16)

Hieraus folgt, dass m ganzzahlig ist. Die zweite unabhéngige Losung der Differen-
zialgleichung in (9.15) ist exp(—im¢); wir berlicksichtigen sie, indem wir positive
und negative m-Werte zulassen. Aquivalent zu den beiden Losungen exp(im¢)
sind sin(m¢) und cos(me).

Wir setzen nun die rechte Seite von (9.14) gleich —m? und teilen durch sin? 6.
Dies ergibt

r2 d*U 1 d dP m?
9.17)

— = — —— — | sinf — —
U dr? P sinf do do ) = sin’6
Die linke Seite ist unabhéngig von 6 und die rechte Seite ist unabhingig von r.
Also miissen beide Seiten gleich einer neuen Separationskonstanten A sein. Hieraus
erhalten wir zwei gewOhnliche Differenzialgleichungen fiir U (r) und P (cos ). Die
Differenzialgleichung fiir P(x) = P(cos#) schreiben wir mit der Variablen x an:
0 d I d (9.18)
x =cos@, — = - — — .
dx sinf df
Damit haben wir aus A® = 0 mitdem Ansatz @ = U P Q/r folgende Gleichungen
fiir U, P und Q erhalten:

dz—U—iU(r)z() 9.19)

dr?  r? '
i<(1—x2) d—P>+(x— m )P(x):O (9.20)
dx dx 1 —x2 '

0(¢) = exp(imp),  m=0,+1,+2, 43, ... 9.21)
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Wir beschrinken uns in diesem Kapitel auf den Fall, dass die Losung nicht von ¢
abhingt, also auf
m=0 (Zylindersymmetrie) (9.22)

Die Losungen mit m # 0 werden in Kapitel 11 angegeben. Fiir m = 0 ist das
Potenzial @ zylindersymmetrisch. Dann wird (9.20) zu

(Differenzialgleichung

2 " / _
(1 - X ) PP —2xP +AP =0 der Legendrepolynome)

(9.23)

Als Losung dieser Differenzialgleichung werden wir die Legendrepolynome erhal-
ten.

Rekursionsformel

Da die Koeffizienten der Differenzialgleichung (9.23) nur Potenzen von x enthalten,
liegt es nahe, die Losung als Potenzreihe anzusetzen:

P(x) = Zak 0 (=1<x<1) (9.24)
k=0

Der angegebene x-Bereich ergibt sich aus x = cos 6. Wir setzen (9.24) in (9.23)
ein:

3 (ak+2(k+2)(k+ 1) —ag (k — Dk — 2kay +kak>xk —0 (925
k=0

Damit diese Gleichung fiir alle x erfiillt ist, muss der Koeffizient von jeder Potenz
k

x* verschwinden, also
k(k+1)— X
=——a
k+2)k+1)
Bei Vorgabe von ap und a; bestimmt diese Rekursionsformel alle anderen Koeffizi-
enten:

k42 k (9.26)

Vorgabe vonay —> ap, a4, ae, ...

(9.27)
Vorgabe vona; —> a3, as, aj, ...
Fiir sehr grofes k erhalten wir aus (9.26)
He+2 ki;O 1 also ai kiio const. (9.28)
Ak
Fiir ay — const. enthélt die Potenzreihe (9.24) fiir grole n den Beitrag P = ... +

const.- (x" +x"T24x"+4 4 ). Falls const. # 0, divergiert diese Summe fiir x = 1.
Diese Singularitéit kann nur vermieden werden, wenn die Potenzreihe abbricht. Die
durch (9.27) und (9.26) definierte Folge bricht ab, wenn entweder der Startwert
(ap oder a;) verschwindet, oder wenn der Zihler in (9.26) fiir ein bestimmtes k
verschwindet, also wenn A = k(k + 1). Da jede der beiden Folgen (9.27) wegen
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(9.28) zu einer Singularitit fithren wiirde, miissen beide Folgen abbrechen. Dies ist
nur moglich, falls

=10+ 1) [ 0,2,4,... und a; =0 9.29)
B ’ | 1L,3,5,... und ap=0 ’
Fiir geradzahliges / bricht die erste Folge in (9.27) ab, fiir ungeradzahliges die zwei-
te. Die jeweils andere Folge muss durch die Wahl a; = 0 oder ag = 0 zum Ver-
schwinden gebracht werden. Danach sind entweder nur gerad- oder nur ungerad-
zahlige Koeffizienten ungleich null. Die Losung ist damit von der Form

P = Y axt (9.30)
k=I1,1-2,1—4,...

Der niedrigste vorkommende Koeffizient (ap oder a;) kann zunichst beliebig ge-
wihlt werden, denn die Differenzialgleichung (9.23) legt die Normierung der Lo-
sung nicht fest. Als Konvention verlangen wir

pP(1) =1 (9.31)

Als Beispiel konstruieren wir P3(x). Fiir ungerades / ist ag = 0 zu wihlen; daraus
folgt ap = a4 = ... = 0. Der Koeffizient a; ist zunédchst beliebig (a; # 0). Aus der
Rekursionsformel folgt

104D -3G+D 5 3G+ D36+
= Taroa+n “T 39 BT gEggey ©=0 032

und as = a7 = ... = 0. Damit erhalten wir
Py(x) = ay <x — g x3> (9.33)

Aus (9.31) folgt dann a; = —3/2.

Eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung wie (9.23) hat in der Regel zwei
unabhingige Losungen. Fiir (9.23) haben wir aber fiir ein bestimmtes A nur eine
Losung erhalten. Dies liegt daran, dass die zweite unabhingige Losung bei x =
1 irreguldr ist; solche Losungen haben wir in unserer Ableitung ausgeschlossen.
Die hier nicht angegebenen irregulédren Losungen heilen Legendrepolynome 2. Art.
Solche Losungen konnen in physikalischen Problemen dann auftreten, wenn die
Stelle x = 1 (also die z-Achse) nicht zu dem Bereich gehort, in dem A® = 0 gilt.

Explizite Ausdriicke

Die durch (9.30) mit (9.26) definierten Polynome heilen Legendrepolynome Pj(x).
Sie konnen in folgender geschlossener Form dargestellt werden:

dl

l
57 77 (8 = 1) Legendrepolynome (9.34)

Pi(x) =
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Hierdurch ist offensichtlich ein Polynom vom Grad / gegeben, das nur gerade oder
nur ungerade Potenzen enthilt. In der Aufgabe 9.3 wird gezeigt, dass die so defi-
nierten P;(x) die Differenzialgleichung (9.23) erfiillen.

Die niedrigsten Polynome lauten

Pp=1, P =x, Py = (3x*-1)

N —

(9.35)

Py == (5x°—3x), Py =~ (35x* =307 +3)

1
-8
Orthogonalitiit

Wir beweisen, dass die Legendrepolynome im Intervall [—1, 1] orthogonal sind,
dass also das Skalarprodukt (P, Py) fiir [ # I’ verschwindet. Dazu schreiben wir
(9.23) in der Form einer Eigenwertgleichung des Differenzialoperators Dy, an:

. d 2 d
Dop Pr= =1+ 1P mit Doy = — (l—x)a (9.36)

Wir bilden das Skalarprodukt dieser Gleichung mit Py und schreiben aulerdem die
entsprechende Gleichung mit vertauschtem / und !’ an:

(P, Dop P) = =1+ 1) (Pr, P)

(9.37)
(Pi, Dop Pr) = —=U'("+ 1) (P, Pr)

Im Skalarprodukt kann der Differenzialoperator Do, durch partielle Integration auf
die andere Seite umgewilzt werden. Daher sind die linken Seiten in (9.37) gleich.
Daraus folgt

[0+ D=1+ D] (P.P)=0 (9.38)

Fiir I # I’ gilt also (P;, Py) = 0; die Polynome sind orthogonal. In Aufgabe 9.4
wird (P, P)) = 2/(21 + 1) gezeigt. Damit gilt

1
2

P,P/= d P; P = 8/ 939

(P, Py) /_lxz(X)z(x) TR (9.39)

Vollstiandigkeit

Die Funktionen

121+ 1
{ T+ P (x)} (VONS der Legendrepolynome) (9.40)

bilden einen vollstindigen orthonormierten Satz. Die Orthonormierung folgt aus
(9.39). Die Vollstindigkeit ist plausibel: Jede Potenz x" lédsst sich als Linear-
kombination der P;(x) mit [ < n darstellen. Damit ist der Funktionensatz voll-
stiandig fiir jede Funktion f(x), deren Taylorreihe im Intervall (—1, 1) konvergiert.
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Funktionen f (@), die im Bereich 0 < 6 < m definiert sind, kénnen nach den
Legendrepolynomen entwickelt werden:

fO) = a P(cos6) (9.41)

=0

Wenn man diese Gleichung mit P, (cos 6) multipliziert, iiber 0 integriert und (9.39)
verwendet, dann erhilt man die Entwicklungskoeffizienten

2n+1
2

a, =

+1
f d(cos®) f(0) P,(cos9) (9.42)
-1

Setzt man diese Koeffizienten wieder in (9.41) ein, so kann man die Vollstindig-
keitsrelation ablesen:

21+1
Z —— Pi(x) P(x") = 8(x — x") = 8(cos & — cos @) (9.43)
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Aufgaben
9.1 Volistandigkeitsrelation fiir Sinusfunktionen

Betrachten Sie das orthonormierte Funktionensystem

\/7' nrx —1,2,3 d 0,L
Lsm(L>, n=1,2,3... un x € [0, L]

Uberpriifen Sie mit Hilfe von (3.44) die Vollstindigkeitsrelation

/

2 oo
;S () () e
0

9.2 Legendrepolynome aus der Rekursionsformel

Bestimmen Sie die Legendrepolynome P4(x) und Ps(x) aus der Rekursionsformel

. _ktk+ 1) =1+ 1)
T T Dkt 2)

und aus der Normierung P;(1) = 1.

9.3 Legendresche Differenzialgleichung

Zeigen Sie, dass die Legendrepolynome
P = L4y (9.44)
P it Y ‘

die Legendresche Differenzialgleichung (x> — DP' +2xP —1(l+ 1P, =0
erfiillen. Differenzieren Sie dazu (/ 4+ 1)-mal die Gleichung

(1) (2= 1) = 20 (2 1)

9.4 Normierung der Legendrepolynome

Zeigen Sie (P, P;) = 2/(21 4+ 1) mit Hilfe von (9.44) und partieller Integration.
Hinweis: Es gilt /1 dx (1 —x)! =22/ 1)%/21 + 1)

9.5 Laplacegleichung in kartesischen und Zylinderkoordinaten

Betrachten Sie einen Separationsansatz fiir die Laplacegleichung A® = 0 in karte-
sischen und in Zylinderkoordinaten. Geben Sie die Separationskonstanten und die
Elementarlosungen der resultierenden gewohnlichen Differenzialgleichungen an.



10 Zylindersymmetrische Probleme

Mit Hilfe der Legendrepolynome geben wir die allgemeine zylindersymmetrische
Losung der Laplacegleichung an. Damit behandeln wir eine Reihe konkreter Bei-
spiele (Punktladung, homogen geladener Ring, Ieitende Kugel im homogenen Feld).

Allgemeine zylindersymmetrische Losung

Wir benutzen die Kugelkoordinaten r, 6 und ¢. In einem zylindersymmetrischen
Problem hingt das elektrostatische Potenzial @ nicht von ¢ ab. Aus der Laplace-
gleichung
. U)
AP, 0)=0 mit @(,0)= — P(cos0) (10.1)
folgen (9.19) und (9.20) mit m = 0. Die Differenzialgleichung (9.20) wird durch
die Legendrepolynome

P = Py(cos ) (1=0,1,2,...) (10.2)
gelost. Die noch verbleibende Radialgleichung (9.19) lautet

rt d?U —I(+1) (10.3)
U dr? '

Da die Losung von / abhiingt, bezeichnen wir sie mit U;. Man tiberpriift leicht, dass

U(r) = a r't + % (10.4)
eine Losung ist. Da diese Losung zwei unabhingige Konstanten enthilt, ist sie die
allgemeine Losung der gewohnlichen Differenzialgleichung zweiter Ordnung.

Mit dem Ansatz (10.1) haben wir Losungen der Form @ = P; U;/r erhalten.
Da die Laplacegleichung linear in @ ist, ist auch jede Linearkombination hiervon
wieder eine Losung (Superpositionsprinzip):

0 by Allgemeine zylinder-
D(r,0) = Z (al U m) Pi(cos6) symmetrische Losung (10.5)
1=0 r der Laplacegleichung

&9
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Wir begriinden, dass dies die allgemeine zylindersymmetrische Losung ist: We-
gen der Vollstiandigkeit der Legendrepolynome lédsst sich jede zylindersymmetri-
sche Funktion gemif
[o¢]
A(r)
D(r,0) = 10.6
o= — (10.6)

=0

entwickeln. Hierauf wenden wir den Laplaceoperator an, wobei wir (9.20) beriick-
sichtigen,

00 2
Z (d_z M) Ai(r) Pi(cost) =0 (10.7)
b dr r2

Wir multiplizieren dies mit P,, integrieren iiber 6 und verwenden die Orthogonalitét
der Legendrepolynome. Damit erhalten wir

d*A, n(n+1)

dr? r2
Die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung ist A, = a, r"*! + b, r
Damit wird (10.6) zu (10.5). Die Argumentation (10.6)—(10.8) ist eine alterna-
tive Ableitung von (10.5), die keine Einschriankung an @ (wie den Separations-
ansatz) enthilt. Sie setzt allerdings die Kenntnis der P; und ihrer Eigenschaften
(Vollstandigkeit und Orthogonalitét) voraus.

Partielle, lineare Differenzialgleichungen haben in der Regel unendlich viele
Losungen, fi, f2, f3,.... Die allgemeine Losung ist dann eine Linearkombination
f = > ay, f,. Die hier auftretenden Strukturen kommen daher in vielen Anwen-
dungsbereichen vor.

Die Laplacegleichung wird durch (10.5) mit beliebigen Koeffizienten ¢; und b,
erfiillt (diese Aussage wird im nichsten Absatz etwas eingeschrinkt). Die Koef-
fizienten werden durch die Randbedingungen festgelegt. Allgemein gilt, dass die
Losung nicht durch die Differenzialgleichung allein, sondern erst durch die Diffe-
renzialgleichung und die Randbedingungen (und/oder Anfangsbedingungen, wenn
die Zeit als Variable auftritt) festgelegt wird.

Berechnet man A@ fiir den Ausdruck (10.5), so fiihren die Terme mit b; zu
5-Funktionen und ihren Ableitungen bei » = 0. Physikalisch entspricht dies punkt-
formigen Ladungsverteilungen bei r = 0. Sofern r = 0 zu dem Volumen V gehort,
in dem A® = 0 gilt, gibt es keine solchen Ladungen, und es muss b; = 0 sein.
Sofern sich das Volumen bis r = oo erstreckt, fiihren die Terme mita; und/ > 1 zu
Singularititen. Fiir @ (co) = const. muss fiir diesen Bereich a¢; = 0 fiir / > 1 sein.
In konkreten Anwendungen gilt die Laplacegleichung immer nur in Teilbereichen.
Wenn ndmlich A@ = 0 iiberall gilt, dann ist @ = 0 (fiir @ (co) = 0) die eindeutige
und uninteressante Losung.

Fiir 6 = 0 ist P;(1) = 1. Damit wird (10.5) zu

cb(r,O):Z(azr + 1+1) Z(a;z + M) (10.9)

=0 =0

A,(r) =0 (10.8)

—n
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In zylindersymmetrischen Problemen kann man das Potenzial auf der z-Achse, also
@ (r, 0), oft einfach angeben. Dann konnen aus (10.9) die Koeffizienten a; und b;
der allgemeinen Losung bestimmt werden.

Punktladung

Am Beispiel einer Punktladung bei r,
o(r)=qé(@ —ro) (10.10)

studieren wir, wie sich die bekannte Losung @ = ¢/|r — rg| in der Form (10.5)
schreiben lidsst. Dazu legen wir das Koordinatensystem so, dass die z-Achse parallel
zu rg ist (Abbildung 10.1). Der Abstand |r —rg| kann durch rg, 7 und 6 ausgedriickt

werden:
q q

[r —rol \/r2+r02—2rr00059

&, 0) = (10.11)

Das Potenzial @ (r, 0) ist zylindersymmetrisch. Sofern die Laplacegleichung gilt,
ist @ (r, ) daher von der Form (10.5). Dies ist mit Ausnahme der Stelle der Punkt-
ladung iiberall der Fall. In den verwendeten Koordinaten sparen wir die Stelle der
Punktladung aus, indem wir uns entweder auf r < ry oder auf » > rq beschrinken.
Damit gilt die Laplacegleichung in zwei getrennten Bereichen V| und V5:

. {V1={r:r<r0}
AP(r)=0 fiir (10.12)
Vo =A{r:r > ro}

Fiir jeden dieser Bereiche gibt es eine Entwicklung der Form (10.5). Wir bestimmen
die Koeffizienten @; und b; dieser Entwicklungen.

Wir entwickeln das Potenzial (10.11) auf der z-Achse, um das Ergebnis mit
(10.9) zu vergleichen. Zunichst gilt

r—roly_ g =V —r0)? = { ro-r =) (10.13)

r—ro (r > rp)

s N Abbildung 10.1 Eine Ladung ¢ bei

4 ro ro = ro e, erzeugt bei r := (r, ) das

/ A\ Potenzial ®(r,0) = q/|r — ro|. Die

/ _9\ \ Entwicklung von @ (r, ) nach Legen-

[ | drepolynomen erfolgt getrennt fiir die

| l X Bereiche innerhalb und auBerhalb der

\ / Kugel r = r¢ (als gestrichelter Kreis
\ / eingezeichnet).
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Damit erhalten wir fiir das Potenzial auf der z-Achse

1 >l
ro—r ro 1 —r/rg rozzoro
(1, 0) = 1 2
9 _ 4 _ 91570
r—ro_rl—ro/r_r;)r (r>ro)
Der Vergleich mit (10.9) ergibt
a;—q/rlH, by=0 (r <rp)
a =0, blzqrol (r > ro)
Mit diesen Koeffizienten wird (10.5) zu
o0
Z [ Pi(cos 6) (r < ro)
q 1=0
D(r,0) = =
CO=T 7~ =
Z l+1 Pi(cos9) (r > rp)
Mit den Definitionen

r-~ =max (r,rg) und r. = min (r, rg)

konnen wir beide Entwicklungen in einer Form zusammenfassen:

o l

q
¢(”9):|r—r0|:qz

=0 ">

Erzeugende Funktion der Legendrepolynome

(10.14)

(10.15)

(10.16)

(10.17)

(10.18)

Der Abstand |r — rg| ist durch r, ro und 6 = < (r, ro) festgelegt, Abbildung 10.1.
Das Ergebnis (10.18) kann daher unabhéngig von der Orientierung des Koordina-
tensystems (bisher r¢ || e;) fiir zwei beliebige Vektoren r und r’ verwendet werden:

o0 l

rl
=> —= Pi(cos6)

=0 ">

1 1
r—r'l P22 _2rr cosf

(10.19)

Hierbei ist @ = x(r, r’), r~ = max (r,r’) und r- = min (r, r’). Im Zwischenaus-
druck wurde der Cosinussatz |r — r'| = v/r2 +r’2 — 2rr'cos@ fiir das in Abbil-

dung 10.1 eingezeichnete Dreieck (mit ro = r’) verwendet.
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Wir multiplizieren (10.19) mit r, fiihren r = r’/r ein und betrachten den Fall
t<1:

—ch(a)z —ZPZ(COSG)t (t<1)  (10.20)
\/l-i—t2 2rcost {5

Der zweite Ausdruck ist die allgemeine Form einer Entwicklung nach Potenzen von
t. Wie man sieht, sind die Entwicklungskoeffizienten ¢; gleich den Legendrepolyno-
men P;. Die Entwicklung der linken Seite von (10.20) nach Potenzen von ¢ erzeugt
also die Legendrepolynome. Die linke Seite von (10.20) heiflit daher erzeugende
Funktion der Legendrepolynome.

Homogen geladener Ring

Wir betrachten einen geladenen Kreisring mit dem Radius a, Abbildung 10.2. Der
Kreis liege parallel zur x-y-Ebene und habe den Mittelpunkt (x, y, z) = (0, 0, b).
Die Ladung ¢ sei gleichmiBig auf den Umfang 27a verteilt. Dann ist die Ladungs-
dichte

or) =~ §(p—a) 8z —b),  pP=x>+y’ (10.21)
27 a

Wir berechnen zunichst wieder das Potenzial @ (r, 0) fiir einen Punkt r = r e, auf
der z-Achse. In Abbildung 10.2, rechts, ist der Abstand d zu einem beliebigen Punkt
des Kreisrings eingezeichnet. Fiir das eingezeichnete Dreieck ergibt der Cosinussatz

d=\JrP+rd—2rrpcosa . 1l =B+ (10.22)

Jedes Ladungselement dg gibt den Beitrag dg/d zum Potenzial. Auf der z-Achse
ist das Potenzial daher

dg g
(p ’O = —_—= = =
(r, 0) / 7 7 \/r2+r02

Ind = |r — ro| sind r und ro zwei Vektoren, die den Winkel & miteinander ein-
schlieBen. Hierfiir verwenden wir (10.19),

q

(10.23)
—2rrpcosa

D, 0) =

=gq Z e P(cos @) (10.24)
[=0 r>

q
|r —rol

Dabei ist r~ = max(r, ro) und . = min(r, rg). Es handelt sich wieder um zwei
getrennte Entwicklungen; die eine gilt im Bereich r > ry, die andere im Bereich
r <ro.

Aus dem Vergleich von (10.24) mit (10.9) konnen wir die Koeffizienten ; und
b; ablesen. Wir setzen diese Koeffizienten in (10.5) ein:

l
&(r,0) =¢q Z l+1 Pi(cosa) Pi(cosB) (10.25)
1= 0



94 Teil I Elektrostatik

Z Z
@ ' »
d |
ro /| ‘
y 1 )
r |
/ | |
X a 0

Abbildung 10.2 Ein homogen geladener Kreisring ist links perspektivisch und rechts in
einer Seitenansicht gezeigt. Alle Ladungselemente des Rings haben von einer festen Stelle
auf der z-Achse denselben Abstand d. Daher ist das Potenzial an dieser Stelle gleich @ =
q/d, wobei g die Gesamtladung des Kreisrings ist.

Die Pj(cos ) sind Bestandteil der Koeffizienten; die P;(cos6) geben die Winkel-
abhingigkeit an. Das Ergebnis ist eine Entwicklung nach Potenzen von r/rg oder
ro/r; sie ist unbrauchbar bei » = ry und schlecht in der Nihe dieses Radius. Fiir
grofle Absténde lauten die filhrenden Terme

ro COS

D(r,0) 3 4 (1 + cos O + O(roz/rz)) ~
r

SR

(10.26)

r

Bei sehr groBem Abstand wirkt die Ladungsverteilung also wie eine Punktladung
bei r = 0. Der nichste Term wird in Kapitel 12 als Dipolfeld klassifiziert.

Leitende Kugel im homogenen Feld

Wir betrachten eine leitende Kugel in einem statischen elektrischen Feld, das in
grofer Entfernung von der Kugel homogen ist. Das Feld konnte durch die Platten
eines Kondensators erzeugt werden, Abbildung 10.3.

Die Kugel (Radius R) stellt einen Faradayschen Kéfig dar; die Losung im In-
neren ist @ (r) = @y = const. Gesucht ist das Potenzial auierhalb der Kugel. Das
Potenzial muss der Laplacegleichung

AD =0 inV=A{r:|r|> R} (10.27)
und den Randbedingungen geniigen. Auf der Metallkugel ist das Potenzial konstant:
P (R,0) = Dy (10.28)

Das dufBlere homogene Feld zeige in z-Richtung, also E = Egpe;. In groBem Ab-
stand von der Kugel ist das Feld ungestort. Fiir das Potenzial bedeutet dies

&(r,0) =S —Egz+const. = —Egr cosf + @ (10.29)
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— - P Abbildung 10.3 Ein Plattenkonden-
sator erzeugt ein homogenes elektri-
sches Feld E,. Dieses Feld influen-
ziert Ladungen auf der Oberfldche ei-
ner leitenden Kugel. Das resultieren-
de elektrostatische Feld E ist schema-

+ + + + + + + + + + + + tisch skizziert.

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Beispielen geht das Feld im Unendlichen
nicht gegen eine Konstante oder null. Dies liegt an der Idealisierung ,,homogenes
Feld®, also der Annahme eines unendlich ausgedehnten, konstanten Felds.

Wegen der Zylindersymmetrie ist das gesuchte Potenzial von der Form (10.5).
Die Koeffizienten ¢; und b; werden durch die Randbedingungen (10.28) und (10.29)
festgelegt. Aus (10.28) folgt

o]

b
D(R,0) = Z (al R' + Rl-lH) Pi(cos0) = &y = Dy Py(cosb) (10.30)
1=0

Dabei haben wir Py(cos#) = 1 mit angeschrieben. Wir multiplizieren (10.30) mit
P,, integrieren iiber 6 und verwenden die Orthogonalitit der Legendrepolynome.
Daraus erhalten wir

n=20: ap+by/R =@y, also by= R (DPy—ap)
(10.31)
n#0: a,R"+b,/R" =0, also b, = —a, R¥*!
Die Randbedingung (10.29) ergibt
i ! b[ r—0o0
Y ar'+ =7 ) Pilcos®) = —Egr Pi(cost) + &, (10.32)
r
1=0

Dabei haben wir P;(cos 0) = cos 8 verwendet. Wir bilden wieder das Skalarprodukt
mit P, und erhalten

n=0: ay+by/r = Dy, also ap = @
n=1: a1r+b1/r2 ity —Egr, also a; =—Ey (10.33)

r—00
n>1: a,r"+b,/r"t" =5 0, also ax=a3=...=0



96 Teil I Elektrostatik

Damit wird (10.31) zu
bo=R(®o—®1), bi=ER’ by=bi=...=0 (10.34)

Wir setzen die Koeffizienten a; und b; in (10.5) ein und erhalten

3

R R
D(r,0) = D1 + (Do — 1) ~ —Eo (r - r2) cosf  (r=R) (10.35)

Der zweite Term ist das Feld einer moglichen Gesamtladung Q der Kugel,
Q= (Po—®1)R (10.36)

Das zugehorige Feld ist relativ uninteressant. Wir vereinfachen daher die folgende
Diskussion durch die Annahme Q = 0; dies ist gleichbedeutend mit der Speziali-
sierung @ = P in der Randbedingung. Damit wird (10.35) zu

R3
D(r,0) =Dy — Egrcosf + Ey — cosf (10.37)
r

Der erste Term ist eine unwesentliche Konstante. Der zweite Term beschreibt das
von auflen angelegte, homogene elektrische Feld, siehe (10.29). Der dritte Term
wird durch die Ladungen auf der Kugel erzeugt.

Wir diskutieren den Verlauf der Aquipotenzialflichen @ = const.. Aus (10.37)
folgt, dass die Aquipotenzialfliche ® = @, aus der Kugel » = R und der x-y-
Ebene (§ = m/2) besteht. In Abbildung 10.3 ist die Kugel als Kreis und die Ebene
als p-Achse dargestellt. Die Aquipotenzialflichen @ = @y £ §® (mit kleinem
konstanten § @) liegen dann dicht dariiber oder darunter. Fiir » > R ist der dritte
Term in (10.37) klein; damit nihern sich die Aquipotenzialflichen den Ebenen z =
const. an.

Wir berechnen die Oberflichenladung o auf der Kugel:

1 0@

47 on

1 0

R 4w ar

3
= — Egcosf (10.38)
47

r=R

Es handelt sich um Influenzladungen, die durch das dufere Feld hervorgerufen (in-
fluenziert) werden. Das duflere Feld iibt Krifte auf die Ladungen im Metall aus;
dadurch verschieben sich die freibeweglichen Ladungen (die Elektronen im Lei-
tungsband des Metallgitters). Konkret tendieren die beweglichen Elektronen dazu,
sich in Richtung auf die positiv geladene Kondensatorplatte (Abbildung 10.3) zu
verschieben. Dadurch ist der untere Teil der Kugel negativ geladen (Uberschuss an
Elektronen), der obere dagegen positiv (Defizit an Elektronen). Die Summe dieser
Ladungen (10.38) ist null.
Die Ladungsdichte der Oberflichenladung ist durch

o(r,0) =a(©) 8(r —R) mit o(0) = % Eq cosf (10.39)
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gegeben. Das gesamte Potenzial kann in der Form
@ (r) = o + Phom + Po (10.40)

geschrieben werden. Dabei ist @Ppoy, = — Eo 1 cos 6 das Feld der Ladungen auf den
Kondensatorplatten (Abbildung 10.3), @, ist das Feld der Oberflachenladungen auf
der Kugel. Wir vergleichen (10.40) mit dem oben berechneten Ergebnis (@ (r) =
@ fiir r < R und (10.37) fiir r > R) und erhalten:

Egrcos = — Dpom (r<R)

D, (r,0) =
a(r.6) Eo(R*/r¥)cos® = ®gp (r > R)

(10.41)

Die Oberflichenladungen ordnen sich so an, dass der Innenbereich r < R feldfrei
ist; die Metalloberfliche schirmt das duflere Feld vollstindig ab. Dies gilt fiir jede
geschlossene Metallfliche (Faradayscher Kifig, Kapitel 7).

Im AuBenbereich r > R ergeben die Oberflachenladungen ein Dipolfeld @, =
®Dgip; Multipolfelder (wie Dipolfeld und andere) werden in Kapitel 12 eingefiihrt.
Dieses Feld kann in der Form

3
Dyip = Eg — cosl =
1p 1"2

- r

73

(10.42)

geschrieben werden. Das Dipolmoment p der Kugel ist proportional zum angelegten
Feld:
p=EoR’e, (10.43)

Das Verhiltnis o = p/E( wird als (elektrische) Polarisierbarkeit bezeichnet. Fiir
die leitende Kugel gilt
@ = R’ (10.44)
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Aufgaben
10.1 Homogen geladener Kreisring

Die Ladungsdichte eines Kreisrings (Radius R,
< Ladung ¢) lautet in Zylinderkoordinaten

@ o(r) = hiRa(p—R)a@—m

Berechnen Sie das Potenzial @ auf der z-Achse

|
|

ro [ mit der Integralformel. Driicken Sie das Ergeb-

a : Y nis durch den Abstand |re, — rg| aus. Geben

/ Sie das volle Potenzial @(r, #) in der allgemei-

R x nen zylindersymmetrischen Form an.

10.2 Zwei parallele Kreisringe

Zwei parallele Kreisringe (beide mit dem Radius R) sind homogen mit g und — ¢
geladen. Die Kreise sind parallel zur x-y-Ebene und haben ihre Mittelpunkte bei
(x,y,z) = (0,0, b) und (0, 0, —b). Berechnen Sie das elektrostatische Potenzial.
Zeigen Sie, dass der fiir r — oo fithrende Beitrag die Form eines Dipolfelds hat.

10.3 Homogen geladene Kreisscheibe

Eine Kreisscheibe (infinitesimal diinn, Radius R) ist homogen geladen (Gesamt-
ladung ¢). Geben Sie die Ladungsdichte an, und berechnen Sie damit das Potenzial
auf der Symmetrieachse. Geben Sie dann das volle elektrostatische Potenzial fiir
folgende Fille an:

(i) r < R bis zur Ordnung r2 und (i) r > R bis zur Ordnung 1/ r3

10.4 Homogen geladenes Rotationsellipsoid

Ein homogen geladenes Rotationsellipsoid mit den Halbachsen a = b > ¢ trigt die
Gesamtladung ¢g. Verwenden Sie Zylinderkoordinaten (c-Achse gleich z-Achse),
und berechnen Sie das Potenzial @ (p, z) zundchst auf der z-Achse. Bestimmen
Sie daraus die ersten beiden fiihrenden Terme des Potenzials fiir groe Abstinde.
Zeigen Sie, dass das Potenzial im Innenraum von der Form

D(p,z)=A+B 2+ C,o2 (Innenraum) (10.45)

ist, und bestimmen Sie die Konstanten A, B und C. Gehen Sie hierfiir von dem
zuvor bestimmten Potenzial @ (0, z) und von der Poissongleichung aus. Berechnen
Sie die Feldenergie der Ladungsverteilung.



11 Kugelfunktionen

Wir geben die allgemeine Losung der Laplacegleichung in Kugelkoordinaten an.
Dazu werden die Kugelfunktionen eingefiihrt und ihre wichtigsten Eigenschaften
(Orthonormierung, Vollstindigkeit, Additionstheorem) diskutiert.

Allgemeine Losung der Laplacegleichung

Die Laplacegleichung
. U(r)
AD(r,0,0) =0 mit D(,0,9) = —— P(cosb) Q(¢p) (11.1)
r
wurde auf die Gleichungen (9.19) —(9.21) zuriickgefiihrt:
d*Uu
33 Ur)=0 (11.2)
d 5 dP m?
— (1 — — A= P(x)=0 11.3
dx<( x)dx>+< l—xz) ) (11.3)
On(p) =exp(ime), m=0,%1,+2,£3 ... (11.4)

In Kapitel 9 hatten wir uns auf m = 0 (Zylindersymmetrie) beschrinkt, und fiir
P(x) die Legendrepolynome P;(x) erhalten. Jetzt lassen wir die Einschrinkung
m = 0 fallen.

Auch fiir m # 0 kann die Differenzialgleichung (11.3) dhnlich wie in Kapitel 9
gelost werden: Man setzt zundchst P(x) = (1 —x2)"/2 T (x) an. Die Differenziation
des Vorfaktors fiihrt zu Termen, die den Beitrag mit m?/(1 — x?) kompensieren
(Aufgabe 11.1). Ubrig bleibt eine Differenzialgleichung, die nur 7”, T/, T und
Potenzen von x enthilt. Diese Gleichung kann analog zu (9.24) —(9.30) durch einen
Potenzreihenansatz gelost werden. Die Konvergenz der Potenzreihe erfordert

A=I1I+1), [=0,1,2,3,..., m=0,%x1,£2,...£1 (11.5)

Die Losungen heiflen zugeordnete Legendrepolynome P/"; sie hingen von [ und m
ab. Sie konnen in der geschlossenen Form

(_)m lerm

o (1 —x2)"? i (7 1)’ (11.6)

P (x) =

99
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angegeben werden. Die Grofle m kann die Werte 0, £1,..., &/ annehmen. In ande-
ren Darstellungen erfolgt manchmal eine Beschridnkung auf nichtnegative m-Werte.
Eine explizite und einfache Konstruktion der P;" (x) ergibt sich aus der Operatoren-
methode der Quantenmechanik (Teil V in [3]).

Die Abhingigkeit der Losung von x = cos 6 ist durch (11.6) gegeben, die von
¢ durch (11.4). Wir fassen beide Teile zu den Kugelfunktionen Y;,, zusammen:

2l+1 (I —m)!

Yim @, 9) =/ =12 (I +m)!

P/"(cosf) exp(im¢) (11.7)

Die Vorfaktoren in (11.6) und (11.7) sind Konvention!. Die Kugelfunktionen genii-
gen der Differenzialgleichung

19/ 9 102
Wenn man hier die ¢-Differenziation ausfiihrt und x = cos 6 beriicksichtigt, erhilt
man (11.3) mit P = P/". Mit 1/ r2 multipliziert steht auf der linken Seite von (11.8)
der Winkelanteil des Laplaceoperators. Er ergibt den Term —/ (I 4+ 1)/r2, der dann
in der Radialgleichung (11.2) auftritt.

Die beiden unabhiingigen Losungen der Radialgleichung (11.2) sind r/*! und
r~!. Damit fiihrt (11.1) zu den Losungen r' Yy, und r='=1Y;,. Da die Laplace-
gleichung linear ist, ist auch jede Linearkombination wieder Losung:

00 m=-+l by Allgemeine
D(r,0,¢) = Z Z <a,m rl+ T’”l) Yim(6,¢)  Ldsung von (11.9)
1=0 m—I r AP =0

Die Allgemeinheit dieser Losung beruht auf der Vollstindigkeit der Kugelfunktio-
nen; hierauf kommen wir im Anschluss an (11.24) zuriick. Die Koeffizienten ay,,
und by, konnen so gewihlt werden, dass das Potenzial @ reell ist.

Wie bei (10.5) fiihren die Terme mit b;,,, in A@® zu §-Funktionen und Ableitun-
gen von §-Funktionen bei r = 0. Sofern » = 0 zu dem Volumen V gehoért, in dem
A® = 0 gilt, muss daher b;,, = 0 sein. Sofern sich das Volumen bis » = oo er-
streckt, fiihren die Terme mit gy, und / > 1 zu Singularititen. Fiir @ (co0) = const.
muss daher a;,, = 0 fiir/ > 1 sein. Ein homogenes elektrisches Feld (fiir r — oo ei-
ne unrealistische Idealisierung) hat aber einen Koeffizienten ajg # 0, sieche (10.33).

Im Gegensatz zur Entwicklung (10.5) setzt (11.9) keine Symmetrie des Pro-
blems voraus. Die Entwicklung nach den Kugelfunktionen ist dann besonders niitz-
lich, wenn die Summe (11.9) durch einige wenige Terme angenihert werden kann.
Insbesondere fiihrt diese Form der Losung zur Multipolentwicklung (Kapitel 12).

IWir verwenden dieselben Konventionen wie Jackson [6]. Abweichend hiervon wird der Vorfak-
tor (—)"™ in (11.6) gelegentlich nach (11.7) verschoben.
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Eigenschaften der Kugelfunktionen

Wir diskutieren einige Eigenschaften der zugeordneten Legendrepolynome und der
Kugelfunktionen.

Fiir m = 0 reduzieren sich die zugeordneten Legendrepolynome (11.6) auf die
Legendrepolynome (9.34):

21
PP(x) = Pi(x), Yio(0, ¢) = 4; Pi(cos0) (11.10)

Firm = [ ist dZI/deI in (11.6) auf x?/ + ... x?=2 4 ... anzuwenden. Dies ergibt
(21)!, also insgesamt

21
1 ( )(_ N2 _ )1( D!

sin!
- Sy sin' 6 (11.11)

Pl (x) = (=)

Es gilt +/1 —x2 = [sin@|; im Bereich 0 < 6 < 7 konnen die Betragsstriche
weggelassen werden.

Wenn m positiv ist, also fiir m = |m|, enthilt (11.6) den Vorfaktor (sin g)lml.
Er wird mit der (I 4 |m|)-ten Ableitung eines Polynoms vom Grad 2/ multipliziert,
also mit einem Polynom vom Grad [ — |m]|:

P/"(x) = (sing)""! - Polynom "D (cos 0 (11.12)
Fiir negatives m, also fiir m = —|m|, wirken nur / — |m| Ableitungen auf (1 — x2),

so dass ein Faktor (1 — x2)"l iiberlebt; zusammen mit dem Vorfaktor (1 — x2)~Im1/2
erhilt man wieder die Form (11.12). Tatsdchlich gilt

ey = (o L pn (11.13)
= ST :
Hieraus folgt
Y 0, 8) = ()" Y1 (0, $) (11.14)

Wenn es der Deutlichkeit dient, trennen wir die beiden Indizes der Kugelfunktion
durch ein Komma.

Man konnte (11.6) und (11.7) auf m > 0 beschrinken (das wird gelegentlich
gemacht) und fiir m < 0 dann (11.13) und (11.14) verwenden.

Orthonormierung

Die Differenzialgleichung (11.3) kann in der Form

. d n d m?
Dop P" = —1(1 + 1)P" mit Dy = e ((1 —x7) E) T (11.15)
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geschrieben werden. Dann kann die Orthogonalitit der P/" beziiglich des Index /
wie in (9.36)—(9.38) bewiesen werden; dabei ist m festzuhalten, weil es in Dgp
vorkommt. Zusammen mit dem Wert fiir (P, P;") erhilt man

1 2 (+m)!

p", P = P"(x) P(x) = 7—— ———— & 11.1
(P By /_ldx,(x)l(x) A1 d—my (11.16)

Die komplexen Losungen exp(£im¢) sind dquivalent zu sin(m ¢) und cos(m ¢).
Die Cosinusfunktionen sind zueinander orthogonal:

2n
(cos(me), cos(m'p)) = f d¢ cos(me@) cos(m’'e) = 78, (11.17)
0

Das gleiche gilt fiir die Sinusfunktionen; au3erdem sind die Cosinus- und die Sinus-
funktionen gegenseitig orthogonal. Um die Orthogonalitit fiir die Q,, = exp(im ¢)
zu formulieren, verallgemeinern wir die Definition (9.2) des Skalarprodukts fiir
komplexe Funktionen:

b
(8. h)=(h,g)" = / dx g*(x) h(x) (11.18)

a

Fiir reelle Funktionen stimmt dies mit der urspriinglichen Definition (9.2) iiberein.
Mit der verallgemeinerten Definition (11.18) erhalten wir

27
(Om, Q) = fo d¢ [exp(im@)]" exp(im'p) = 27 Sy (11.19)

Aus (11.19) und (11.16) folgt die Orthogonalitit der Kugelfunktionen:

21 1
(Yo, Yim) = / dg [ d(cost) Y (O, 8) Yim(©, ) =8 Sy (11.20)
0 -1

Der Vorfaktor in (11.7) ist so gewdhlt, dass die Kugelfunktionen normiert sind.
Gelegentlich werden die Winkel 6 und ¢ zum Raumwinkel £2 = (6, ¢) zusammen-
gefasst. Dann kann (11.20) auch in der Form

(Yim's Yim) = /dg Y (82) Yy (2) = 810 S (11.21)

geschrieben werden, wobei d§2 = d¢ d(cos9).

Vollstindigkeit

Jede integrable, im Bereich 0 < 6 < wund 0 < ¢ < 2w definierte Funktion
f (0, ¢) lisst sich nach den Kugelfunktionen entwickeln:

0 +1

fO.6)=)Y" Y Cin Yin(0.9) (11.22)

=0 m=-I
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Wenn man dies mit Y7, , multipliziert, iiber die Winkel integriert und die Ortho-
normierung beriicksichtigt, erhilt man

27 1
Cin= [ a0 [ ateost) f6.9) ¥;,0.9) (11.23)
0 —1

Setzen wir die Entwicklungskoeffizienten Cy,, wieder in (11.22) ein, so erhalten wir
den formalen Ausdruck fiir die Vollstindigkeit der Kugelfunktionen:

00 +1
DD Y0 ¢) Yin(®. ¢) = 8(cos — cos8') 5(p — ¢)) (11.24)
=0 m=—I

Die hier aufgezeigten Eigenschaften entsprechen den in Kapitel 9 diskutierten Ei-
genschaften eines VONS; dabei wurde das Skalarprodukt geméf (11.18) modifi-
ziert. Der unendlich-dimensionale, vollstindige Vektorraum mit dem Skalarprodukt
(11.18) wird Hilbertraum genannt.

Aus der Vollstindigkeit der Kugelfunktionen folgt, dass (11.9) eine allgemei-
ne Losung der Laplacegleichung ist. Wegen dieser Vollstindigkeit kann jede im
Bereich 0 < 6 < mwund 0 < ¢ < 27 definierte Funktion @ (r, 8, ¢) gemal
> i Aim (r) Y /7 entwickelt werden. Eingesetzt in A® = 0 ergibt dies die Glei-
chung (11.2) fiir Ay, (7). Die allgemeine Losung dieser gewohnlichen Differenzial-
gleichung ist Az, = agy, r' ™! + by, /r!. Damit erhilt man (11.9). Dieser Losungs-
weg enthilt keine Einschrinkung (wie einen Separationsansatz) an die moglichen
Losungen.

Explizite Ausdriicke

Die niedrigsten zugeordneten Legendrepolynome sind

1
Pl=1, Pl=x, Pl=-v1-2x2, P;1=5\/1—x2 (11.25)

Wir geben noch die Kugelfunktionen fiir/ =0 und/ = 1,

1 /3 /3
Yoo = Tn , YYo= e cosf, Yi+1=7F r sinf exp(xi¢)
(11.26)
Yo = ,/i(?; cos’0 — 1)
167

15
o401 = :F‘/G cosf sin@ exp(ig)

[15
Yoir = +/—— sin’0 exp(£2i¢) (11.27)
’ 327

und fiir/ = 2 an:



104 Teil I Elektrostatik

Die GroBen r! ¥y, lassen sich durch kartesische Koordinaten ausdriicken:

rYio = \/%Z
rYie = 3/87 (Fx —iy)
= Yoo = \/m (2z2 —x2— y2)
r?You = /15/87 (Fx —iy)z
2 Yy = J15/327 (x £iy)? (11.28)

Man sieht sofort, dass die Anwendung des Laplaceoperators A = axz + 8y2 + 33 auf
diese Ausdriicke null ergibt.

Additionstheorem

Wir wollen 1/|r — r’| nach Kugelfunktionen entwickeln. Aus dem Ergebnis folgt
das Additionstheorem der Kugelfunktionen.

Zwei beliebige Ortsvektoren werden in Kugelkoordinaten durch r := (r, 0, ¢)
und ' := (r', 0', ¢') dargestellt. Dann sind das Skalarprodukt

r-r = rr'cosp=xx"+yy +z7

= rr/(sin@sin6’ cos(¢p’ — ¢) + cos 6 cos ') (11.29)
der Abstand |r — /| und

1 1

|r—r/| \/r2+r’2—2r-r’

(11.30)

Funktionen von r, 8, ¢ und v/, ', ¢’. Aus Abbildung 11.1 ist ersichtlich, dass diese
GroBen auch als Funktion von r, r’ und dem Zwischenwinkel ¢ aufgefasst werden
konnen. Dementsprechend kann (11.30) nach Legendrepolynomen P;(cos ¢) oder

r,0,¢

r—r

> r/a 9/7 ¢/

Abbildung 11.1 Der Abstand |r — r’| ist eine Funktion von r und ' und von den Winkeln
0, ¢ und ', ¢'. Er kann nach den Kugelfunktionen dieser Winkel entwickelt werden. Alter-
nativ kann der Abstand als Funktion von r und " und dem Winkel ¢ aufgefasst werden. Er
kann daher auch nach den Legendrepolynomen P;(cos ¢) entwickelt werden.
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nach den Kugelfunktionen Yy, (6, ¢) und Y;,,(6’, @) entwickelt werden:

1

r—r

Zm Pi(cos@) = Y A (r.7') Y5 0/, ¢)) Yin (6. §)
=0 r> LU, m,m

(11.31)
Die Entwicklung nach den Legendrepolynomen ist aus (10.19) bekannt. Mit {Y7,,}
ist auch {¥}¥ } ein VONS; wir konnen daher die 6’, ¢’-Abhingigkeit auch nach den
konjugiert komplexen Kugelfunktionen entwickeln.
Wir wenden den Laplaceoperator auf (11.31) an, wobei wir (11.8) fiir die
Winkeldifferenziation der Kugelfunktionen verwenden:

| 1 d> 10+
=y ( r—T) At (1, 71) Y (2) Yim (2)

lr —r'| rdr?
1,U,m,m

(11.32)
Die linke Seite ist gleich —4 7 §(r — r’). Wir driicken diese Deltafunktion in Kugel-
koordinaten r, 6 und ¢ aus und verwenden die Vollstdndigkeitsrelation (11.24) fiir
die Kugelfunktionen:

1
lr —r'|

4“ / / /
_r_2 6(r—r") 6(cos@ —cosB’) §(¢p — @)
= —— S(r —r) ZY,m(e/ &) Yinm (6, ) (11.33)

Da die Kugelfunktionen linear unabhingig sind, miissen die Koeffizienten in den
Entwicklungen (11.32) und (11.33) iibereinstimmen. Der Vergleich ergibt

Aptrmm (1" = A (r, 1) 8110 S (11.34)

2
(1 & l(l+1))Alm( oy = _4_;‘ 5 — 1) (11.35)
r r

und

r dr?

Fiir r # r/ hat die Differenzialgleichung die Losungen ! und » ~/~!. Diese Losun-
gen hingen nicht von m ab, also A;,, = A;. Da(11.31)beir = Ound r = o0
einen endlichen Wert hat, kommen nur die Losungen A; = r! fiir r < r’ und
A; = by/r**! fiir r > 7’ in Frage. Nach (11.35) ergibt die zweite Ableitung von
A;(r) bei r’ eine §-Funktion; dann hat die erste einen Sprung und A; selbst ist ste-
tig. Die Stetigkeit bei r = ' ergibt a; r’ = by /r'!*!, also

arr! r<r)

N o N o
Aim(r,r’) = Ai(r,r') = { a XA s (11.36)

Wir multiplizieren (11.35) mit r und integrieren beide Seiten von r = r’ — ¢ bis
r = r’ + . Die rechte Seite ergibt —41/r’. Auf der linken Seite verschwindet



106 Teil I Elektrostatik

der Beitrag des [ (I 4+ 1)/r>~Terms fiir ¢ — 0. Der erste Term [dr (r A))” ergibt

(rAp,.,, — (rAp),,_,. Damit erhalten wir
—l 4m
12041 "n_
ar S —a A+ = - (11.37)

Hieraus folgt ¢ = (4 /(21 + 1))/r'*1. Damit und mit (11.36) wird (11.34) zu

47 rl

Ay (, r’):Al(r,r’) 81 Simnm = 2[+1 l+

= 8107 S (11.38)

Dabei ist wie iiblich r~ = max(r, r’) und r. = min(r, r’). Wir setzen (11.38) in
(11.31) ein:

0o+l
- Z Z —— Y5, (0", 9" Y (0, d) (11.39)

|r—r| >

Der Vergleich mit der Entwicklung nach Legendrepolynomen (erste Entwicklung
in (11.31)) ergibt das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen:

Pi(cos ¢) = Z Y5, 0", 9) Yin (0, ¢) (11.40)

2[—|—1

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen den durch 6, ¢ und €', ¢’ gegebenen Richtungen.



Kapitel 11 Kugelfunktionen 107

Aufgaben
11.1 Zugeordnete Legendrepolynome
2ym/2

Verwenden Sie den Ansatz P(x) = (1 —x T (x) in der Differenzialgleichung

2

(1= P’(x)>/—|- [+ | P@ =0

fiir die zugeordneten Legendrepolynome. Wie lautet die resultierende Differenzial-
gleichung fiir 7'(x) ? Losen Sie diese Gleichung mit einem Potenzreihenansatz.
11.2 Entwicklung des Skalarprodukts nach Kugelfunktionen

Stellen Sie die kartesischen Komponenten der beiden Ortsvektoren r und r” durch
Kugelfunktionen dar. Berechnen Sie damit das Skalarprodukt r - r’. Uberpriifen Sie
das Ergebnis mit Hilfe des Additionstheorems fiir Kugelfunktionen.

11.3 Kugelschale mit vorgegebenem Potenzial

Auf einer Kugelschale (Radius R) ist das Potenzial gegeben:
D(R,0,¢p) = &g sinb cos¢

In den Bereichen » > R und r < R gibt es keine Ladungen. Fiir r — oo ist das
elektrische Feld E = Ege,. Bestimmen Sie das Potenzial @ (r, 0, ¢) im Inneren
und AuBeren der Kugel.



12 Multipolentwicklung

Wir betrachten eine statische, lokalisierte Ladungsverteilung:

liebi R
or) = o(r, 0,4y = | TSP =R (12.1)

0 (r > Rp)
Im Bereich r > R\ kann das elektrostatische Potenzial @ nach Potenzen von Ry/r
entwickelt werden. Diese Multipolentwicklung wird im Folgenden abgeleitet und
diskutiert.

Wir gehen von (6.3) aus und verwenden die Entwicklung (11.39) fiir den Bereich
r > Ry:

@(r):/oﬁ ’ |Q(’)| fd“ r >221+1 Y5y (0, ¢') Y1 (0, )

r

(12.2)
Die Vektoren r, r’ und der Abstand |r —r’| sind in Abbildung 12.1 skizziert. Wegen
(12.1) tragen im Integral nur Werte mit 7’ < R bei. Wegen r > Rg wurde in (11.39)
r- = r und r- = r’ gesetzt. Mit den sphdrischen Multipolmomenten

4
= /ﬁ / &' oy r' Y, ¢))  Multipolmoment (12.3)

wird (12.2) zu

OO qim
P(r) = ,/ Y +1 71 Ym0, 9) (r > Ro) (12.4)

l()m

Im Bereich r > Rg ist @ Losung der Laplacegleichung und daher von der Form
(11.9). Wegen ¢y, Rol ist (12.4) eine Entwicklung nach Potenzen von Ry/r.
Diese systematische Entwicklung heilit Multipolentwicklung. Gelegentlich werden
die g;,, auch ohne den Vorfaktor [47t/(21 4 1)]'/? definiert, zum Beispiel in [6] oder
in der 2. Auflage dieses Buchs.

Die ersten Terme der Multipolentwicklung (12.4) lauten

1
D(r) = @ + % cost F WG a, i sin@ exp(+ig) £ . (12.5)
108
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o(r) =2

Abbildung 12.1 Eine Ladungsverteilung
(hier elliptisch begrenzt) liege innerhalb der
Kugel » = Ry. Im Bereich r > Ry wird
das Potenzial @ (r) nach Potenzen von Ry/r
entwickelt. Der Entwicklungskoeffizient bei
1/r'*1 ist proportional zur Kugelfunktion
Y (0, ¢) und zum Multipolmoment gy,

Bei hinreichend grolem Abstand » konnen bereits die niedrigsten nicht verschwin-
denden Terme eine gute Naherung fiir @ (r) ergeben. Dies bedeutet eine wesentliche
Vereinfachung, da die Funktion o(r, 8, ¢) effektiv durch wenige Zahlen (die nied-
rigsten Multipolmomente) charakterisiert werden kann.

Im zylindersymmetrischen Fall mit o = o(r, 6) gilt ¢, = qi0 8o mit

q0 = /d3rQ(r,9) rl P(cos ) (12.6)

Speziell fiir eine homogen geladene Kugel (Ladungsdichte og, Radius R) erhalten
wir hieraus

47 oo R?

3 Sio=¢qd0 (12.7)

1 R
qio =27 QQ/ dcos@/ dr r'*? Pi(cos0) =
-1 0
Dabei haben wir die Orthonormierung (9.39) der Legendrepolynome ausgenutzt.
In diesem Fall bricht die Entwicklung (12.5) bereits nach dem ersten Term ab und
liefert das exakte Ergebnis @ = ¢ /r mit der Gesamtladung q.

Kartesische Darstellung

Fiir die untersten Multipolmomente (! < 2) benutzt man hiufig kartesische Koor-
dinaten anstelle von Kugelkoordinaten. Hierfiir erhilt man eine etwas andere Form
der Multipolentwicklung.

Der Abstand |r — r'| = [(x] — xi)2 + (xp — )cé)2 + (x3 — )cg)z]l/2 hingt von den
kartesischen Koordinaten x1, x, x3 und x{, x}, x3 ab. Wir entwickeln den inversen
Abstand in eine Taylorreihe nach Potenzen von x{, x} und x}:

3 3
11 , 01 1 a0 1
- — —+= .. 12.8
|r—r/| r ;’8~r 22_: ’jaxlax]r+ (12.8)
Die auftretenden Ableitungen wurden gemaf

1 _Ta 1 R (12.9)
oxi fr—r'l]._o  Loxilr—rllo_y  Oxir '
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umgeformt. Wegen A(1/r) = 0 im Bereich r > Ry konnen wir den letzten Term in
(12.8) wie folgt ergéinzen:

5 0i

3
1 / ij
|r—r|_ Zlaxr 22_:()” 3

Diese Ergiinzung vereinfacht letztlich das Ergebnis.
Wir fiihren folgende kartesische Multipolmomente ein:

)8 9 1+ (12.10)
ox; 0x; r '

g = / > o(r) (Ladung) (12.11)
pi = / d*r’ x] o(r) (Dipolmoment) (12.12)

Qi = /d3 " (3] x] [—1"%8) o(r)) (Quadrupolmoment)  (12.13)

Unter orthogonalen Transformationen ist g ein Skalar, p; ein Vektor und Q;; ein
Tensor zweiter Stufe.

Wir multiplizieren (12.10) mit o(r") d3r" und fiihren die Integration aus; dies
ergibt das Potenzial @ (r). Fiir die auftretenden Integrale verwenden wir (12.11)—
(12.13):

3 3
Q(") _q a 1 1 a 0 1
(p r) = d3 ! _ | T — — i
) / |r—r’| r i—1p 8x,~r+6iJZ_:IQ18x, ijr+
(12.14)
Wir fiihren die Differenziationen aus und erhalten

1 3 Xi X;

_ 1 _ 2 /
P(r) = +5 2_: .. (r > Ro) (12.15)

Ebenso wie (12.4) ist dies eine Entwicklung nach Potenzen von Ry/r. Die explizit
aufgefiihrten Beitridge sind das Monopol-, das Dipol- und das Quadrupolfeld.
Zur Auswertung von (12.14) benotigten wir d(1/r)/0x; = —xi/r3 und
J 0 1 0 J 1 . Xi Xj Sij

- - - 7 =3

9 X 53
ox; dx; r  0x; 0x; /x12+x22+x32 r r

Da die Spur der Matrix (Q;;) verschwindet,

(12.16)

3
Y oi "=V 0 (12.17)
i=1
fiihrt der letzte Term in (12.16) zu keinem Beitrag in (12.15). Die Spurfreiheit des
Quadrupoltensors haben wir durch Hinzufligen des Terms mit §;; in (12.10) erreicht.
Dadurch wurde das Ergebnis (12.15) vereinfacht.
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Vergleich zwischen sphéarischen und kartesischen Multipolen

Die Entwicklungen (12.4) und (12.15) geben fiir groe r sukzessive die Terme der
Ordnung 1/r, 1/r%, 1/r3 ... an. Beide Entwicklungen sind zueinander #quivalent.
Durch Vergleich von (12.3) mit (12.11)—(12.13) sieht man, dass die kartesischen
Multipolmomente ¢, p; und Q;; den sphirischen Multipolmomenten gq, g1, und
qam entsprechen. Aus (12.3) mit (11.14) und (11.28) erhalten wir

qo0 = / &’ o) =¢q (12.18)
qi0 = f d*r' 7 o(r') = p3 (12.19)
1 f 3.7 / s/ ’ +P1 +iP2
41 = —= [ (FxX' +1Y)olr) = ——— (12.20)
q1,+1 2 ( y)Q /2
1 3.7 72 72 / Q33
g0 = 5 [dr (3% —r )Q(r):T (12.21)

Fiir ein bestimmtes / gibt es 2/ 4+ 1 Komponenten g;;,,. Fiir/ = Ound [/ = 1 gibt es
gleichviele kartesische Komponenten, ndmlich ein ¢ und drei p;. Dagegen stehen
den fiinf GroBen ¢, zunichst die 3 x 3 = 9 Groflen Q;; gegeniiber. Da Q;; sym-
metrisch ist, sind nur 6 der 9 Groen unabhiingig. Die Spurfreiheit (12.17) reduziert
dies weiter auf fiinf unabhéingige GroBen.

Fiir hohere Terme erhdlt man immer mehr kartesische Komponenten. So hitte
der kartesische Oktupol bereits drei Indizes und 27 Komponenten. Dies ist eine
unnotig komplizierte Darstellung; tatsdchlich sind nur 7 GréBen (eben die sieben
q3m) unabhingig. Fiir hohere Multipole ist die sphérische Entwicklung (12.4) also
wesentlich einfacher und eleganter.

Abhingigkeit vom Koordinatensystem

Die Multipolmomente hingen im Allgemeinen vom Ursprung und von der Orientie-
rung des Koordinatensystems (KS) ab, in dem sie berechnet werden. Ublicherweise
wird man den Ursprung in den Bereich der Ladungsverteilung legen, so dass Ry in
(12.1) moglichst klein ist; denn dann konvergiert die Entwicklung nach Potenzen
von Rp/r am besten.

Die Ladung (Multipol ggp) ist unabhiingig vom Ursprung und von der Orientie-
rung von KS. Allgemein gilt, dass das niedrigste nicht verschwindende Multipol-
moment unabhingig von der Wahl des Ursprungs des KS ist.

Wenn das niedrigste Moment ein Dipol ist, dann ist das Dipolmoment p unab-
hingig vom KS und somit charakteristisch fiir die Ladungsverteilung. So ist zum
Beispiel fiir eine Punktladung ¢ bei r¢ das Dipolmoment p = g ro vom KS abhin-
gig; denn eine Verschiebung des KS #ndert rg. Fiir zwei Punktladungen, g bei r
und —q bei r, ist p = g (r; — rp) dagegen invariant gegeniiber Verschiebungen
des KS.
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4 < Z
Monopol Dipol Quadrupol
+q +q
+qg ¢6—— —2q
X,y —g X,y tq X,y

Abbildung 12.2 Eine Punktladung (links) hat nur ein Monopolmoment; alle anderen Mul-
tipolmomente verschwinden. Im mittleren Bild erhilt man einen Punktdipol der Stérke p,
wenn man den Abstand 2a zwischen den beiden Ladungen gegen null gehen ldsst, und
die Ladungen dabei gemidll ¢ = p/2a vergroBert. In der rechts gezeigten Konfiguration
verschwinden das Monopol- und das Dipolmoment. Wenn der Abstand a zwischen den
Ladungen (g o 1/a?) gegen null geht, erhilt man einen Punktquadrupol.

Der symmetrische Quadrupoltensor Q;; kann durch eine geeignete Drehung des
KS auf Diagonalform gebracht werden (Hauptachsentransformation). Wegen seiner
Spurfreiheit ist er dann durch zwei Diagonalelemente charakterisiert. Bei Rotations-
symmetrie um eine Achse reduziert sich dies weiter zu einer Grofie; fiir eine rota-
tionssymmetrische Ladungsverteilung gibt es daher das Quadrupolmoment. Von
den sphérischen Multipolmomenten gy, ist dann nur g9 = Q33/2 ungleich null.

Punktmultipole

Das Potenzial (12.4) wurde fiir den Bereich r > Ry, in dem die Ladungsvertei-
lung (12.1) verschwindet, abgeleitet. Wir betrachten dieses Potenzial jetzt ohne die
Einschriankung r > Ry. Das Potenzial ist von der Form (11.9) mit a;,, = 0 und
bim = qim/47 /(21 + 1). Es ist damit Losung der Laplacegleichung mit Ausnahme
einer Umgebung des Punktes » = 0. Die zu diesem Potenzial gehorige Ladungs-
dichte o = —A® /4w ist also bei r = 0 lokalisiert.

Wir wiederholen diesen Gedankengang fiir das Beispiel der homogen geladenen
Kugel, (6.3) und (12.6). Die Multipolentwicklung ergibt @ = ¢ /r fiirr > R, wobei
q die Gesamtladung und R der Radius der Kugel ist. Betrachtet man nun die Losung
@ = g/r im gesamten Raum, so ist A@ = 0 fiir r #= 0. Aus A(q/r) = —4mo
erhalten wir o = ¢ §(r), also die Ladungsdichte einer Punktladung bei r = 0.

Die Verallgemeinerung dieser Uberlegung fiihrt zu Punktmultipolen, also punkt-
formigen Ladungsverteilungen, die die entsprechenden Multipolfelder erzeugen. Im
Folgenden wird vor allem der Punktdipol diskutiert.

Zur Einfithrung des Punktdipols gehen wir von zwei Punktladungen der Stérke
q = £ p/(2a) im Abstand 2a aus (Abbildung 12.2). Die Ladungsverteilung

Q(")=%(S(F—aez)—S(r+an)) (12.22)

hat das von a unabhingige Dipolmoment p = p e,. Wir lassen nun a gegen null
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gehen:
P __ 9 — —(n.
or) = lim = (8(r —ae:) =8(r +aes) ) = —p 5 5(r) = —(p- V) 8(r)
(12.23)
Hierfiir werten wir (6.3) aus:
o) = - [ PID [a5s0 (7))
lr —r/| lr —r/|
1 .
= —/d3r’a(r/) (p-V) —— = —(p-V)=- = P_3’
r—ri r T (1224)

Dabei wirkt V” auf r’, und V auf r. Die Ladungsdichte (12.23) ist punktformig und
ergibt ein reines Dipolfeld (12.24). (Man kann auch leicht nachpriifen, dass alle
anderen Multipolmomente verschwinden). Damit ist (12.23) die Ladungsverteilung
eines Punktdipols mit dem Dipolmoment p.

Wir berechnen das elektrische Feld des Punktdipols:

2
E(r) = —grad (”;J) _3rp :5) P (Punkudipol, r £ 0) (12.25)
Die Differenziation wurde gemiB V (1/r3) = —3r/r> ausgefiihrt. Dies ist so nur
fiir » # O zuldssig; denn an singuldren Stellen konnen solche Ableitungen zu Dis-
tributionen fiihren. In Aufgabe 12.2 wird die Form des Felds bei r = 0 néher un-
tersucht. Eine Moglichkeit zur Regularisierung solcher Singularititen besteht darin,
dass man von einer geeigneten ausgedehnten Ladungsverteilung ausgeht. Fiir das
Dipolfeld konnte man etwa die Ladungsdichte (10.39) nehmen, die nur ein Dipol-
moment (also keine anderen Multipolmomente) hat. Hierfiir ist das Feld tiberall
wohldefiniert. Man bestimmt dann den Grenzwert dieses Felds, wenn die Ausdeh-
nung der Ladungsverteilung (bei konstantem Dipolmoment) gegen null geht.

Fiir die in Abbildung 12.2, rechter Teil, gezeigte Ladungsverteilung erhalten wir
fira — Ound ¢ = Q33/44” bei festgehaltenem Q33 die Ladungsverteilung eines
Punktquadrupols:

0%
4
Ebenso wie eine Punktladung sind Punktmultipole als Idealisierungen von endli-
chen Ladungsverteilungen anzusehen. Nach (12.4) und (12.15) ist das Feld auf3er-
halb einer Ladungsverteilung eine Summe von Multipolfeldern; fiir den Auflenbe-
reich kann die Ladungsverteilung also effektiv durch Punktmultipole ersetzt wer-

den.

In einfachen Féllen haben auch endliche Ladungsverteilungen im Auf3enbereich
ein reines Multipolfeld. So ist das Feld der homogen geladenen Kugel im Auf3en-
bereich ein Monopolfeld; es ist identisch mit dem einer Punktladung. Die Ober-
flachenladung (10.39) der polarisierten Metallkugel ergibt im Aufenbereich ein
Dipolfeld (10.41).

o(r) = 8"(2) 8(y) 8(x) (12.26)
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Energie im dufleren Feld

Wir berechnen die potenzielle Energie einer Ladungsverteilung in einem duferen
elektrischen Feld Eqy¢ = —grad @ey. Der Index ,.ext* weist darauf hin, dass das
Feld der Ladungsverteilung selbst nicht in E ¢ enthalten ist. Die Ladungsverteilung
soll starr sein, sich also nicht unter dem Einfluss des du3eren Felds dndern.

Die in Abbildung 12.3 skizzierte Ladungsverteilung habe eine begrenzte Aus-
dehnung:

_ N =30y = beliebig (r' < Rp) (12,27
o(r) =po(ro+r)=0@) = 0 ' > Ro) 27)

Man wird ro so wihlen, dass Ry moglichst klein ist. Mit ¢ bezeichnen wir die
Ladungsverteilung in einem KS mit r¢ als Ursprung.

Das duflere Feld @ndere sich im Bereich der Ladungsverteilung nur wenig. Dann
konnen wir @¢y;(r) durch eine Taylorentwicklung annidhern:

I GREe) x;
_ N o ext ext j
Dexi(r) = Pexi(ro+r1") = Pex(ro) + Xl: x; X + lz]: dx; 8Xj 2

3
8¢€Xt / 8 ¢6Xt / / 12
- oo D B - )

Alle Ableitungen sind an der Stelle ¥’ = 0 zu nehmen. Da im Bereich der Ladungs-
verteilung A @eyxy = 0 gilt, konnen wir den Term mit §;; hinzufiigen.

Wir berechnen die potenzielle Energie der Ladungsverteilung (12.27) im dufe-
ren Feld (12.28):

w €2 /d3r 0(r) Pexi(r) = / dr' 3(r) Gexi(ro + 1)

(12.28) xt, j () n

1< IE
€
9 Pext(ro) = p - Eex(ro) — ¢ ,-,-z_:l o o

(12.29)

Dabei sind ¢, p; und Q;; die mit ¢ berechneten Multipolmomente; also die Multi-
polmomente beziiglich eines KS mit dem Ursprung bei rg.
Die Kraft des dufieren Felds auf die gegebene Ladungsverteilung ist damit

q Eexi(ro) (Monopol)
F(ro) = —grad W(rg) = (12.30)
’ ¢ ’ { (p V) Eex(ro) (Dipol)

Die angegebenen Spezialfille gelten, wenn die Ladungsverteilung nur ein Mono-
pol- oder nur ein Dipolmoment hat. Fiir den Dipol wurde die Formel V(p - E) =
(p-VYE+(EV)p—+ pxrot E+ E xrot p verwendet. Da p nicht von rg abhéngt,
ergeben die Ableitungen von p keinen Beitrag. Auflerdem gilt rot E = 0.
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) + / Abbildung 12.3 Um die Energie einer
\ r + .. . . .
0 L 7 lokalisierten Ladungsverteilung in einem
A _ - duBeren Feld zu bestimmen, entwickeln
T y wir das Feld @ (r) = & (ro + r’) um ei-
ne Stelle r( innerhalb der Ladungsvertei-
lung. Effektiv wird dadurch die Ladungs-
X . . .
verteilung nach Multipolen entwickelt.
Die potenzielle Energie eines Dipols
W =—p-Ec = —p Eccosb (12.31)

ist minimal fiir p || E. Das Drehmoment

M = p x Eex (12.32)

versucht, den Dipolvektor in die energetisch bevorzugte Lage zu drehen. Es gilt

IM| = |p Eext sin0|.
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Aufgaben
12.1 Multipole des homogen geladenen Stabs

Das elektrostatische Potenzial eines homogen geladenen Stabs ist aus Aufgabe 6.7
bekannt. Bestimmen Sie hieraus die beiden fithrenden Multipolfelder des Stabs.
Uberpriifen Sie das Ergebnis, indem Sie die Quadrupolmomente direkt aus der La-
dungsdichte berechnen.

12.2  Singularitdit des Punktdipolfelds

Ein elektrischer Punktdipol hat das Potenzial @ (r) = p - r/r>. Berechnen Sie
hieraus die Ladungsdichte o(r). Zeigen Sie, dass das elektrische Feld von der Form

2
M _ 4_np 8(r) (12.33)

Er)="P
) rd 3

ist. Hierbei bezeichnet P den Hauptwert (principal value), der eine sphirische Um-
gebung r < € bei einer Integration ausschlie3t; nach der Integration ist der Limes
€ — 0 zu nehmen. Distributionen sind iiber die Integrale mit beliebigen differen-
zierbaren Funktion f (r) definiert. Daher ist (12.33) dquivalent zu

4

- ;f(O)p (12.34)

. _ 2
/d3rf(r)[E(r)—P3r(p :2 Pr ]

Berechnen Sie aus dem Potenzial @(r) = p - r/r> zuniichst das elektrische Feld
fiir r # 0. Aus dem Ergebnis folgt, dass die Integration in (12.34) auf eine Kugel
mit einem (beliebig) kleinen Radius € beschrinkt werden kann.

12.3 Kartesische und sphdrische Quadrupolkomponenten

Driicken Sie die neun kartesischen Komponenten Q;; des Quadrupoltensors explizit
durch die fiinf sphérischen Komponenten ¢»,, aus.

12.4  Quadrupoltensor von Rotationsellipsoid und Kreiszylinder

Bestimmen Sie den Quadrupoltensor folgender, homogen geladener Korper:
(i) Rotationsellipsoid mit den Halbachsen a und b.
(i) Kreiszylinder mit der Linge L und dem Radius R.

Wiihlen Sie jeweils ein geeignetes Koordinatensystem.
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13 Magnetfeld

Das elektrische Feld wurde durch die Krifte zwischen ruhenden Ladungen defi-
niert. Das magnetische Feld wird durch die Krifte zwischen bewegten Ladungen
definiert.

Bewegte Ladungen implizieren im Allgemeinen, dass das Problem zeitabhidngig
ist. Im hier beginnenden Teil III studieren wir zunichst den einfacheren Fall von
stationdren Strémen in Leitern. Hierfiir ist das Magnetfeld zeitunabhingig; dieses
Teilgebiet der Elektrodynamik heifit Magnetostatik.

In diesem Kapitel fiihren wir den Strom und die Stromdichte ein. Danach formu-
lieren wir das Kraftgesetz fiir stromdurchflossene Leiter und definieren damit das
magnetische Feld. AnschlieSend wird das Magnetfeld als Funktional der Stromver-
teilung angegeben und fiir einen einfachen Fall ausgewertet.

Strom und Stromdichte

Unter geeigneten experimentellen Bedingungen flieBen Ladungen in einem Draht.
Die Ladungsmenge, die pro Zeit einen Querschnitt des Drahts passiert, definiert den
Strom
Ladung dgq

Zeit  dt
Die Ladung wurde in Kapitel 5 als Messgrofie eingefiihrt. Durch (13.1) ist jetzt auch
der Strom als Messgrof3e definiert. Im MKSA-System wird der Strom als primére
Messgrofle eingefiihrt, (5.6) und (5.7); das A in MKSA steht fiir die Stromeinheit
Ampere (nach dem Physiker Ampere benannt).

Als Stromdichte wird der Strom pro Querschnittsfliche! Aa des Drahts defi-

niert:

I = Strom = (13.1)

Strom I
= = — 13.2
/ Fldche Aa ( )

m Allgemeinen werden die Buchstaben A und A als Symbole fiir Flidchen (area) verwendet.
Da dies mit der iiblichen Bezeichnung des Vektorpotenzials (Kapitel 14) zusammenfillt, benutzen
wir in Teil III bis V stattdessen a und a.
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Draht
1d¢e odr dq
/V
@ jdr /;de

Abbildung 13.1 Die Lage eines diinnen Drahts (links) wird durch eine Kurve £(s) be-
schrieben. Jedes Wegelement d¢ der Kurve triagt mit / d¢ zum Magnetfeld bei, wenn
der Strom 7 durch den Draht fliet. In einer kontinuierlichen Stromverteilung ergibt das
Volumenelement d°r den Beitrag j d3r = I d{. Dies ist mit der Zerlegung einer Ladungs-
verteilung o(r) in die Elemente dg = o d>r zu vergleichen (rechts).

Die Lage eines diinnen Drahts kann durch eine Kurve £ = £(s) beschrieben wer-
den, wobel s ein geeigneter Bahnparameter ist. Der Tangentenvektor d€/d{ sei so
orientiert, dass er in Richtung des Stroms zeigt. Dann definieren wir den Vektor j
der Stromdichte durch

;oL at (13.3)
~ Aa dt '
Die Multiplikation der Stromdichte mit einem Flichenelement ergibt
J - da = Strom durch da (13.4)

Das Flichenelement da = da| + da, kann in die zu j parallelen und senkrechten
Anteile aufgeteilt werden. Der senkrechte Anteil ergibt keinen Beitrag, und fiir den
parallelen reduziert sich (13.4) auf (13.2).

Mit Aadl = AV = d3r kénnen wir (13.3) als

jr oy d’r =1de (13.5)

schreiben. In dieser Weise kann eine ausgedehnte Stromverteilung durch strom-
durchflossene Drahtelemente reprisentiert werden; die Stromdichte ist dabei ein
Vektorfeld, j = j(r,t). Analog dazu wurde in der Elektrostatik eine ausgedehnte
Ladungsverteilung in einzelne Elemente dg = o d°r zerlegt (Abbildung 13.1).

In der Magnetostatik beschrianken wir uns auf zeitunabhingige Stromdichten:

Magnetostatik: jr,t)y=j(r) (13.6)

Mikroskopische Definition

In einer mikroskopischen und klassischen Behandlung gehen wir von Punktladun-
gen g; aus, die die Ortsvektoren r; und die Geschwindigkeiten v; = r;(¢) haben.
Hierfiir erhalten wir die Ladungs- und Stromdichte

N N
our )= qidr —ri(0).  jur.0 =Y qvidr—ri@) (13.7)

i=1 i=1
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v At

o AV
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|

Abbildung 13.2 In einem Leiter (Querschnitt Aa) bewege sich die Ladungsdichte o mit
der Geschwindigkeit v. In der Zeit At wird die Ladung Aqg = 0 AV = p Aav At (im
schraffierten Bereich) durch einen Querschnitt des Drahts transportiert. Nach (13.2) und
(13.1) ist die Stromdichte dann j = Ag/(At Aa) = o v.

Als Punktladungen stellen wir uns die Elektronen und die Atomkerne in Materie
vor; der Index ,,at* steht fiir atomar.

Wir betrachten nun endliche Volumina AV, die jeweils viele Ladungen enthal-
ten sollen. Hierfiir definieren wir die mittlere Ladungs- und Stromdichte:

Aq 1 1
)= — = —— i j(r,t) = — i Vi 13.8
or.0) = Av§" jr.n Av§‘” (13.8)

Formal ergeben sich diese Groen aus (13.7) durch eine rdumliche Mittelung iiber
Volumina der Grofle AV.

Wenn alle Ladungen gleich sind, g; = ¢, gibt es einen einfachen Zusammen-
hang zwischen der Ladungs- und der Stromdichte (siche Abbildung 13.2):

jr, z)—ﬁ 2 v=—y ANZ"’ o(r,1) v(r, 1) (13.9)

Dabei ist AN die Anzahl und Ag die Summe der Ladungen in AV, und v(r, ) ist
die mittlere Geschwindigkeit der Ladungen in AV'.

Wir diskutieren die Stromdichte am Beispiel eines stromdurchflossenen Drahts
aus Metall. Das Metall kann als Kristallgitter aus positiven Ionen betrachtet wer-
den, in dem sich die freien Elektronen (etwa eins pro Ion) bewegen konnen. Dann
verschwindet die mittlere Geschwindigkeit der Ionen; sie ergeben keinen Beitrag
zur Stromdichte. Dagegen haben die freien Elektronen bei angelegter Spannung
eine mittlere Geschwindigkeit, die ungleich null ist. Den daraus resultierenden Bei-
trag zur Stromdichte kann man mit (13.9) berechnen, wenn man o als Ladungs-
dichte der freien Elektronen und v als ihre mittlere Geschwindigkeit interpretiert.
In der ungestorten Materie haben die Geschwindigkeiten v; der einzelnen freien
Elektronen alle moglichen Richtungen, so dass die mittlere Geschwindigkeit ver-
schwindet. Ein elektrisches Feld fiihrt nun zu einer zusitzlichen Komponente aller
Geschwindigkeiten in Richtung des Felds und damit zu einer mittleren Geschwin-
digkeit der freien Elektronen. Diese mittlere Geschwindigkeit ist klein gegeniiber
den Geschwindigkeiten |v;| der einzelnen Elektronen (Aufgabe 13.1).



120 Teil Il Magnetostatik

Kontinuititsgleichung

Fiir beliebige Prozesse ist die Summe der Ladungen in einem abgeschlossenen
System konstant; die Ladung ist eine ErhaltungsgroBe. Die Anderung der Ladung
[d 3r o(r, t) in einem beliebigen Volumen V pro Zeit muss daher gleich dem Strom
durch die Oberfliche a = a(V) des Volumens sein:

4 d’r Q(r,t)—i—?{ da-jr,t)=0 (13.10)
dt Jy a(V)
Wenn die Stromdichte j im Mittel nach aufen zeigt (also in Richtung von da), dann
ist der zweite Term positiv und es flieft Ladung aus V heraus. Dementsprechend
verringert sich die Ladung in V; der erste Term ist negativ.

Wir betrachten nun (13.10) fiir ein festes Volumen V. Dann wirkt die Zeit-
ableitung im ersten Term nur auf o(r, t). Den zweiten Term formen wir mit dem
GauBschen Satz um. Damit wird (13.10) zu

/d3r (M +diVj(r,l)) =0 (13.11)
v at

Da dies fiir beliebige Volumina gilt, muss der Integrand verschwinden:

ado(r,t)

a7 +divj(r,t) =0 Kontinuitétsgleichung (13.12)

In Kurzform lautet diese Kontinuititsgleichung o + div j = 0. Die Kontinuitts-
gleichung ist der differenzielle Ausdruck fiir die Erhaltung der Ladung. Im stati-
schen Fall reduziert sie sich auf

divj(r)y=0 (Magnetostatik) (13.13)

Kraftgesetz

In der Elektrostatik wurde das elektrische Feld E durch die messbare Kraft F =
q E auf eine Probeladung ¢ definiert. Analog dazu definieren wir das Magnetfeld
B(r) durch die messbaren Krifte auf Strome. Dazu betrachten wir einen diinnen
Draht, der vom Strom / durchflossen wird; der Draht ruhe und der Strom [ sei
konstant. Bei Anwesenheit anderer stromdurchflossener Leiter stellt man fest, dass
auf den Draht Krifte wirken. Auf ein kleines Wegelement d€ des Drahts wirkt eine
Kraft d F, fiir die gilt

dF I, dFodt, dF Ldt (13.14)

Die Kraft d F kann daher in der Form

1
dF(r) = —dl x B(r) Definition von B (13.15)
c
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geschrieben werden. Durch diese Relation wird das Vektorfeld B(r) als Messgrofie
definiert; denn die anderen Groflen d F, d€ und I sind Messgrofien. In der Defini-
tion (13.15) kann willkiirlich eine Konstante eingefiigt werden. Die hier gewéhlte
Konstante ist durch die Lichtgeschwindigkeit

c~3-108 o (Lichtgeschwindigkeit) (13.16)
S

bestimmt. Die Dimension der Konstanten impliziert, dass E und B in gleichen Ein-
heiten gemessen werden, denn [/ d€/c] = [q]. Die Groe der Konstanten impli-
ziert, dass E und B in einer elektromagnetischen Welle gleichgrole Amplitude
haben (Kapitel 20).

Wir spezifizieren die Messvorschrift (13.15) fiir B noch dahingehend, dass der
Strom durch d¥ die vorhandene Feldkonfiguration nicht wesentlich dndert (analog
zur Probeladung). Auflerdem wird man bei einer solchen Messung der Einfachheit
halber Drihte betrachten, deren Ladungsdichte verschwindet, so dass keine elektro-
statischen Krifte auftreten.

Das durch (13.15) definierte Feld wird

B (r) = magnetische Induktion (13.17)

magnetische Induktion oder auch magnetische Flussdichte genannt. Da B das Pen-
dant zur elektrischen Feldstirke E ist, wire die Bezeichnung ,,magnetische Feld-
stiarke” angebracht. Die historische Entwicklung hat aber dazu gefiihrt, dass eine
andere GroBe als ,,magnetische Feldstirke* bezeichnet wird?. Um inaddquate Be-
zeichnungen zu vermeiden, sprechen wir einfach vom elektrischen Feld E und vom
magnetischen Feld B.

Nachdem B als Messgrofe festliegt, kann experimentell bestimmt werden, wel-
ches Magnetfeld durch einen stromdurchflossenen Leiter hervorgerufen wird. Am
Ort r’ sei ein Drahtstiick d£, das vom Strom I durchflossen wird. Dieses ruft dann
am Ort r einen Beitrag d B mit den Eigenschaften

dBocId¢, dBLdl, dBLor—r)

(13.18)
dB « 1/|r —r'|?, dB ocsin (X(dd, r — 1))
hervor (Abbildung 13.3 links). Diese Befunde konnen in
1 r—r'
dB(r)=—dt x ——~ (13.19)
¢ lr —r'|

zusammengefasst werden. Nachdem B als Messgrofie durch (13.15) festgelegt ist,
folgt die Konstante 1/c aus dem Experiment.

2In Kapitel 29 werden wir fiir Felder in Materie die Aufteilung B = H + 4M einfiihren mit
der ,,magnetischen Feldstirke H und der ,,Magnetisierung* M.
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Abbildung 13.3 Das Stromelement / d€ am Ort r’ erzeugt am Ort r einen Beitrag d B zum
Magnetfeld, der senkrecht zu d£€ und r — r’ ist (links). Summiert man alle diese Beitrége fiir
einen unendlich langen, geraden Draht auf, so ergeben sich Kreise als Feldlinien (rechts).

Tabelle 13.1 Die Tabelle vergleicht die Beziehungen der Elektrostatik und Magnetostatik.
Die unteren vier Eintrige ergeben sich fiir die rechte Spalte erst aus dem néchsten Kapitel.

Elektrostatik Relation Magnetostatik
dg = o d*r Ladungs-/Stromelement Idt=jd’r
dF =dq E . dF =(I/c)dt x B
Felddefinition
F=gE F=q(/c)xB
—r 1 r—r'
dE(r) =dq ——— Kraftgesetz dB(r) = —dl x ——
r—r'? c r —r')?
divE =4mo . rotB=4mnj/c
Feldgleichungen .
rot E =0 divB =0
E = —grad @ Potenziale @, A B =rotA
AP = —4mp Feldgleichung AA=—Am/c)j

(r) = /d3r’ o)

lr —r'|

Potenzial aus
Quelldichte

Ao =+ [ar SO )

r =7l
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Wir setzen (13.5) in (13.19) ein und summieren iiber alle Beitrige:

-

1
B(r) = /d3r/ joyx — (13.20)
lr —r'|

c

Aus einer gegebenen stationdren Stromverteilung kann so das Magnetfeld berechnet
werden.

Wie Tabelle 13.1 im Uberblick zeigt, sind die Grundbegriffe der Magnetostatik
weitgehend analog zu denen der Elektrostatik. Die Relationen der Magnetostatik
sind etwas komplizierter, weil die Quelle des Felds (die Stromdichte) ein Vektorfeld
ist, wihrend sie in der Elektrostatik ein skalares Feld (die Ladungsdichte) ist.

Kraft auf Punktladung

Aus (13.15) und (13.5) folgt die Kraftdichte f, die ein Magnetfeld B auf eine
Stromverteilung ausiibt:
dF 1 Ide

I,
fr)= ARG x B = . Jjr) x B(r) (13.21)

Fiir die Stromdichte j(r) = qv§(r — ro) einer bewegten Punktladung ergibt dies
f(r)=F&(r —rp) mit

F=g g x B(ro) (13.22)

Dies ist die Kraft F auf eine Punktladung bei r, die sich mit der Geschwindigkeit
v = F( bewegt. Zeigt v in x- und B in y-Richtung, so wirkt die Kraft F in z-
Richtung.

Die Kraft (13.22) entspricht der Kraft F = ¢ E, mit der wir in der Elektrostatik
das elektrische Feld definiert haben. Zur Definition des Magnetfelds sind wir nicht
von (13.22) ausgegangen, weil eine einzelne bewegte Ladung zeitabhéngige Felder
hervorruft.

Magnetfeld eines geraden Drahts

Wir berechnen das Magnetfeld eines unendlich langen Drahts (Abbildung 13.3
rechts), der vom Strom / durchflossen wird. Wir legen die z-Achse und den Ur-
sprung des Koordinatensystems in den Draht und verwenden Zylinderkoordinaten
0, ¢ und z. Dann lautet die Stromdichte
3
Jr)=16(x)8(y) e, =1e;, ﬂ (13.23)
27 p
Die Deltafunktionen sind so zu wihlen, dass das Integral f J - da iiber eine klei-
ne Fliache beim Ursprung gerade den Strom [ ergibt; dabei ist da = dxdye, =
pdpdpe,.
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Zur Berechnung des Magnetfelds gehen wir von (13.20) aus. Wegen der Zylin-
dersymmetrie kann B(r) = B(p, ¢, z) nur von p abhingen. Daher geniigt es, das
Feld in der Ebene z = 0 zu berechnen, also fiir das Argument r = p e,,. Die Strom-
dichte j(r') ist nur fiir o’ = 0 ungleich null, so dass wir ' = 7’e, setzen konnen.
Damit giltr —r’ = pe, — 7’ e;. Aus (13.20) mit (13.23) erhalten wir somit

I o0 [e'e] 21 8(,0/) pe _Z/e
B(p) = — | d7 ‘dp’ | dy £ -
2 C/—oo ‘ fo pap ./0 Y np €z X o’ + D"
I /‘OO , P 21 e,
= —e d —5— =2 (13.24)
A

Dieses Ergebnis ist als Biot-Savart-Gesetz bekannt. Das Magnetfeld zeigt an je-
der Stelle in Richtung von e,. Die Feldlinien sind daher Kreise, Abbildung 13.3
rechts. Das Biot-Savart-Gesetz ist historisch dlter als die allgemeinere Formulie-
rung (13.20).

Kraft zwischen zwei parallelen Drihten

Als einfache Anwendung von (13.15) und (13.24) berechnen wir die Kraft pro
Linge zwischen zwei parallelen (unendlich langen, geraden) Dréihten im Abstand
d. Wir greifen ein Wegelement d¥€; des ersten Drahts heraus. Die anderen Weg-
elemente dli desselben Drahts bewirken kein Feld an dieser Stelle, da der Verbin-
dungsvektor zwischen den beiden Wegelementen parallel zu d ¥} ist. Also wirkt nur
das Feld des anderen Drahts, das nach (13.24) den Betrag B, = 21,/(cd) hat und
senkrecht zum Draht steht. Damit erhalten wir aus (13.15)

dFy LB, 2hL1 _dFR

el —— 13.25
dly c 2 d del, ( )

Die Krifte wirken parallel zur kiirzesten Verbindung zwischen den Drihten. Flief3t
der Strom gleichsinnig, so sind die Krifte attraktiv; bei gegensinnigen Stromen sto-
Ben sich die Drihte ab.
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Aufgaben
13.1 Geschwindigkeit der Metallelektronen

Die kinetische Energie von freien Metallelektronen ist von der Grofenordnung
Eyin =~ 10eV. Berechnen Sie hieraus ihre mittlere Geschwindigkeit v = (vz) 172
Pro Gitterzelle (mit Volumen AV = 1A3%) gibt es (ungefihr) ein freies Elek-
tron. In einem Draht mit dem Querschnitt ¢ = 1 mm? flieBe der Strom [ = 1A.
Berechnen Sie die zugehorige mittlere Driftgeschwindigkeit vy der Elektronen.



14 Feldgleichungen

Ausgehend von (13.20) leiten wir die Feldgleichungen der Magnetostatik ab. Wir
geben integrale Formen dieser Gleichungen an und behandeln einfache Anwendun-
gen (homogen durchflossener Draht, unendlich lange Spule).

Wir formen (13.20) um:

1 3.0 2o r—r 1 3.0 iy
B(r)y =—-|d7r jo')x ———= = ——[d’r jr)xV
c r —r/|3 c |r —r'|
1 j (r'
- -V x/d3r’ﬂ = 1ot A(r) (14.1)
c |r —r'|

Der Nablaoperator wirkt nur auf r. Im letzten Schritt haben wir das Vektorpotenzial

> I
Ay =1 /d3r/ I@) L erad Ar) (14.2)
c |r — 1|
eingefiihrt. Zu diesem A (r) kann ein beliebiges Feld addiert werden, dessen Rotati-
on verschwindet. Nach (3.41) kann ein solches zusitzliches Feld als Gradientenfeld
geschrieben werden, also in der Form grad A mit beliebigen A(r). Wir wihlen
speziell A = 0, so dass

A(r)=%/ 3,0 1) (14.3)

lr —r|

Diese Wahl von A impliziert
divA(r)=0 (Coulombeichung) (14.4)

Um dies zu sehen, berechnet man die Divergenz der rechten Seite von (14.3). Dabei
benutzt man V |r —r'|~! = =V’ |r —r/|~! und wilzt V’ durch partielle Integration
auf j (r") um. Dann ist der Integrand proportional zu div j und verschwindet wegen
(13.13).

Die Unbestimmtheit von A in (14.2) kann auch so formuliert werden: Die Trans-
formation

A(r)y —> A(r)+ grad A(r) (Eichtransformation) (14.5)
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lasst das physikalische (als MessgroB3e definierte) Feld B(r) unveridndert. Diese
Transformation wird Eichtransformation genannt. Die Invarianz gegeniiber einer
Transformation ist eine Symmetrie. Symmetrien niitzt man hiufig dazu aus, um
Probleme einfacher zu machen. Wir niitzen die Eichsymmetrie aus, um divA ge-
mil (14.4) festzulegen. Die so getroffene Festlegung heilit Coulombeichung.

Wir berechnen die Rotation des Magnetfelds:

rotB(r) = rotrotAd 2 graddivA — AA =Y _aA4
1 1 4
= "/ &' jr) A G20 X (14.6)
c |r —r'| c

Die Divergenz von B verschwindet wegen (2.24), divrot A = 0. Damit erhalten wir
fiir die Quellen und Wirbel des Magnetfelds

divB(r) = 0 .
Feldgleichungen

rot B(r) = 4_T[ j(r) der Magnetostatik (14.7)
c

Im Folgenden betrachten wir diese Feldgleichungen als die Grundgleichungen der
Magnetostatik. Das Integral (13.20) ist die Losung der Feldgleichungen fiir eine
gegebene lokalisierte Stromdichteverteilung.

Wir setzen noch B = rot A in die Feldgleichungen ein. Die homogene Feldglei-
chung ist automatisch erfiillt. Wegen der Coulombeichung gilt rot B = rot rot A =
—AA. Damit erhalten wir

AA(r) = — 473-[ jr), B(r) =rot A(r) (14.8)

als alternative Grundgleichungen der Magnetostatik. Das Integral (14.3) ist die Lo-
sung der Feldgleichung AA = —4m j/c.

Falls es magnetische Quellen gibe, wire die Feldgleichung div B = 0 durch
div B = 47 Qmagn zu ersetzen. Eine magnetische Punktladung (also ein magneti-
scher Monopol) hitte das Feld B = gmagn 7'/ .

Die Quantisierung der elektrischen Ladung und des Drehimpulses impliziert,
dass magnetische Monopole ebenfalls quantisiert sein miissen [6]. Die magnetische
Elementarladung gmagn Wiire um einen Faktor 7ic/ e? ~ 137 groBer als die elek-
trische. Ein magnetischer Monopol wiirde Materie entsprechend stark ionisieren.
Die Suche nach magnetischen Monopolen war bisher erfolglos; man kann daher
vermuten, dass es keine solchen Teilchen gibt.
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Ampere-Gesetz

Wir betrachten eine beliebige, zusammenhingende Fliche a mit der Randkurve C
und wenden den Stokesschen Satz auf die Feldgleichung rot B = 47 j /c an:

4 . 4rn .
dr - B=— |da-j=— I (Ampere-Gesetz) (14.9)
C ¢ Ja 4

Dieses Ampeéere-Gesetz besagt, dass das Linienintegral 9§C dr - B iiber den Rand der
Fldche den Strom [ durch die Fldche ergibt (multipliziert mit 47 /c). Das Ampere-
Gesetz ist eine integrale Form der inhomogenen Feldgleichung und entspricht dem
GauBschen Gesetz der Elektrostatik. Bei einfachen Geometrien kann das Ampere-
Gesetz der schnellste Weg zur Losung sein.

Zu einer gegebenen Kontur C gibt es unendlich viele verschiedene Flichen a;
fiir einen Kreis C konnte a zum Beispiel die Kreisflache oder auch eine Kugelschale
sein. Das Integral in (14.9) hingt nicht von der speziellen Form von a ab: Zwei ver-
schiedene Fldchen a; und a; mit derselben Kontur C kdnnen zu einer geschlosse-
nen Fliche zusammengefasst werden. Hierfiir kann das Oberflichenintegral ¢ da- j
in das Volumenintegral [ d’r divj umgewandelt werden, das wegen (13.13) ver-
schwindet. Also ist fda - j = [, da-j — [, da- j = 0; die Flichenintegrale
iber a; und a; haben damit denselben Wert.

Magnetischer Fluss

Wir geben auch eine integrale Formulierung der homogenen Feldgleichung an. Da-
zu definieren wir den magnetischen Fluss @y, durch eine Flache a:

Dy = / da - B (magnetischer Fluss) (14.10)

Wegen [B] = [@n]/[Fldche] heiit B auch magnetische Flussdichte. Aus der Feld-
gleichung div B = 0 folgt, dass der magnetische Fluss durch eine geschlossene
Fldche a verschwindet:

%da-B:/cﬁrdivB:O (14.11)
a \%

Dabei ist V das von a eingeschlossene Volumen. Dies bedeutet anschaulich, dass
ebensoviele Feldlinien in V hineingehen, wie wieder herausgehen. Da dies fiir be-
liebige Volumina gilt, sind die Feldlinien geschlossen. Es gibt eben keine magneti-
schen Ladungen, die Ursprung von Feldlinien sind.

Das Ampere-Gesetz und ¢ da - B = 0 sind integrale Formen der Feldgleichun-
gen. Diese Aussagen konnen bei der Anfertigung eines Feldlinienbilds hilfreich
sein.
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Homogen durchflossener Draht

Als einfache Anwendung des Ampere-Gesetzes betrachten wir einen zylindrischen
Draht, der homogen vom Strom / durchflossen wird. Die Symmetrieachse des ge-
raden, unendlich langen Drahts sei die z-Achse. Dann ist die Stromdichte

I
— R

jr)=e.-{ TR? =R (14.12)
0 (p > R)

Wir verwenden Zylinderkoordinaten p, ¢ und z. Aus (14.3) und j | e, folgt
A = A(r) e,. Das betrachtete Problem ist invariant bei Drehungen um die z-Achse
und bei Verschiebungen in Richtung der z-Achse. Wegen dieser Zylindersymmetrie
kann A = A(p, ¢, z) nicht von ¢ und z abhéngen, also

A(r)=A(p)e; und B(r)=rotA = B(p)e, (14.13)

Die Feldlinien sind also Kreise (wie in Abbildung 13.3 rechts).
Als Kontur im Ampere-Gesetz (14.9) wihlen wir einen Kreis mit p = const.
und z = const. Mit dr = p dg e, erhalten wir

I p*/R? R
fdr-B=2an(p)=4—nIF=4—n.{ P/ =R (14.14)
¢ ¢ 1 (p > R)
Hieraus folgt
R? R
B(r) = B(p) e, = = ew'{ ’/ =R (14.15)
¢ 1/p (p > R)

Der Verlauf der Feldstérke ist in Abbildung 14.1 skizziert. Fiir R — 0 erhalten wir
den Spezialfall (13.24) des diinnen Drahts.

B
i 2

R P R o

Abbildung 14.1 Stromverteilung j = j(p) e; und Feldstirke B = B(p) e, eines homo-
gen durchflossenen Drahts.
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l
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Abbildung 14.2 Im Inneren einer unendlich langen Spule (links) ist das Magnetfeld ho-
mogen, im AuBeren verschwindet es. Wendet man das Ampere-Gesetz auf die gezeigte
Kontur C an, erhdlt man leicht die Feldstirke im Inneren. Rechts ist das Feld einer end-
lichen Spule skizziert.

.,

-,

Y

Sk

Unendlich lange Spule

Wir betrachten eine Spule mit Ng Windungen pro Linge £ auf einem Kreiszylinder
(Abbildung 14.2). Wir verwenden wieder Zylinderkoordinaten p, ¢ und z; die z-
Achse sei die Symmetrieachse des Zylinders. Die Spule sei so gewickelt, dass die
einzelnen Drahtwindungen niherungsweise Kreise mit p = R und z = const. sind.
Der Strom flieBe in e, -Richtung. Damit lautet die Stromdichte

. . Nsi

J0)=j(prey=""bp—R)e, (14.16)
Aus (143) und j L e, folgt A L e,, also A(r) = A e, + Aye,. Wegen der
Zylindersymmetrie konnen die Komponenten A, und A, nur von p abhingen, also
A =A,(p)e,+ Ay(p) ey. Fiir die vereinbarte Coulombeichung (14.4) gilt div A =
p~19(pA,)/dp = 0. Dies hat die Losung A,(p) = const./p. Da A bei p — 0
nicht divergieren darf, muss die Konstante verschwinden, also A, = 0 und

A(r) = A,(p) e, = A(p) e, (14.17)

Da die Richtung e, koordinatenabhingig ist, kann man aber nicht unmittelbar von
J |l e und (14.3) auf A | e, schlieBen.
Aus (14.17) folgt fiir das Magnetfeld

1 d
B(r)=rotA = — — (p A(p)) e, = B(p) e; (14.18)
p dp
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Dann ist rot B = — B’(p) e,. Hiermit und mit (14.16) wird die Feldgleichung
rot B = (4m/c) j zu
d 1 d 47 Nsl
( A )) == 2= 50— R (14.19)
c S

Wir integrieren dies einmal:

! ( A( ))/— 4m Ns! (@( R)+c) (14.20)
o \pAw) === o 1 :
Eine weitere Integration fiihrt zu
4w NsI ((p*>—R*) ©(p — R 2
pAp) = —ZNL (W ZRDOC=R) e 27 c)) s
C fs 2 2

Aus (14.3) folgt A(0) = Ound A(oco) = 0, da sich hierfiir alle Beitrdge zum Integral
gegenseitig auftheben. Daher gilt C; = Ound C; = —1, also

4w NgI p/2 (p<R)
AN =Ap) eg=— """ ey 1 (14.22)
¢ I R*/(2p) (0> R)
Das Magnetfeld ist dann
41 Ns[
1 d —_— — (p <R
By =——-(pa@)e=e.-{ ¢ & (14.23)
P 0 (p=R)

Im Inneren der Spule herrscht ein homogenes Feld der Stirke Bg = (471t/c) Ns1/{s,
im AuBeren ist das Feld null. Eine Spule ist die Standardvorrichtung zur Erzeu-
gung eines homogenen Magnetfelds, vergleichbar mit dem Plattenkondensator in
der Elektrostatik.

Wenn man B = 0im AuBeren und B = By e, im Inneren voraussetzt, kann man
By aus dem Ampere-Gesetz erhalten. Fiir die in Abbildung 14.2 gezeigte Kontur C
fiihrt (14.9) zu

4
%de:ES Bo=— NsI (14.24)
C C

Eine unendlich lange Spule ist ein theoretisches Modell, das als Néiherung fiir eine
lange, aber endliche Spule benutzt werden kann. Das Feld (14.23) wird ndherungs-
weise fiir die endliche Spule gelten, solange man nicht zu nahe an einem der Enden
ist. In Abbildung 14.2 ist das Feldlinienbild fiir die endliche Spule skizziert. Fiir die
endliche Spule miissen alle Feldlinien, die durch das Innere gehen, im Auflenbereich
geschlossen werden (wegen (14.11)). Betrachtet man speziell die x-y-Ebene, so
geht der Fluss

(14.25)
durch die Kreisfliche p < R. Derselbe Fluss geht mit umgekehrtem Vorzeichen

durch die Auflenflache p > R. Im AuBenbereich verteilt sich der Fluss auf eine viel
grofiere Fliche, so dass das Feld B (also die Flussdichte) klein ist.
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Selbstinduktivitit

Nach (14.1) ist das Magnetfeld B proportional zur Stromdichte. Bei gegebener Geo-
metrie einer Drahtschleife oder Spule ist B daher proportional zum Strom / durch
den Draht:

B(r) o« I (14.26)

Dies gilt auch fiir den magnetischen Fluss @, durch eine geschlossene Schleife:
Py, = /da -B(r) o< 1 (14.27)
a

Wie im Anschluss an (14.9) diskutiert, hingt @y, nicht von der speziellen Wahl der
Fldche a (bei gegebener Kontur) ab. Fiir eine Drahtschleife ist das Verhiltnis @, /1
daher eine Konstante. Das mit Ng/c multiplizierte Verhiltnis wird als Selbstinduk-
tivitdt definiert:

o)
L = Ns —IIn (Selbstinduktivitit) (14.28)
c

Dabei ist Ng die Anzahl der geschlossenen Drahtwindungen, durch die derselbe
magnetische Fluss geht (Ng = 1 fiir eine einzelne Drahtschleife). Fiir die oben
betrachtete Zylinderspule mit der Querschnittsfliche Ag = 1 R? ist die Selbstin-
duktivitit
¢m NS 47 Nsl 47 2 FS
L=Ns-—=—As— —— =5 Ny —
cl cl c Ls c Ly
Die FEinheit der Induktivitit ist [L] = cm. Im MKSA-Maflsystem ist der Faktor
47 /c? durch g zu ersetzen; die Induktivitit wird dann in Henry (H) gemessen,
[L] = Vs/A = H (Anhang A).

Fiir nichtstationdre Strome entsteht an den Drahtenden der Spule die induzierte
Spannung U (Kapitel 16 und 26). Die Selbstinduktivitit (14.28) wurde so definiert,
dass U = —L d1/dt. Dies entspricht der Beziehung U = Q/C fiir den Kondensa-
tor.

(14.29)

Randwertprobleme

In Kapitel 7 haben wir Randwertprobleme der Elektrostatik eingefiihrt. In solchen
Problemen wird die unbekannte Quellverteilung auf den Randflichen durch eine
Randbedingung fiir das Feld ersetzt. Wir diskutieren kurz den analogen Fall fiir die
Magnetostatik.

Innerhalb eines Volumens V sei die Stromdichte null. Dann gilt dort rot B = 0,
und wir konnen B als Gradientenfeld schreiben:

B(r)=grad¥(r) fir j(r)=0 (14.30)
Aus div B = 0 folgt dann das Randwertproblem

AY¥ =0 inV, undRandbedingung (14.31)
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Nach Kapitel 7 kann die Losung durch eine Dirichletsche oder eine Neumannsche
Randbedingung festgelegt werden. Die allgemeine Losung von (14.31) kann wie in
Kapitel 10 oder 11 konstruiert werden.

Die Bestimmung der Randbedingung erfordert eine Diskussion der Polarisier-
barkeit von Materie (Teil VI) und anderer Phinomene (Supraleitung). Wir beschrin-
ken uns hier auf eine kurze phdnomenologische Beschreibung zweier Spezialfille.
In beiden Fillen betrachten wir eine Hohlkugel im homogenen Magnetfeld.

1. Die magnetische Polarisierbarkeit des Materials sei sehr grofl. Dann laufen
Feldlinien, die auf die Hohlkugel treffen, in der Kugelschale weiter, bevor sie
die Kugel wieder verlassen. Dadurch bleibt der innere Bereich niherungswei-
se feldfrei.

Der (theoretische) Grenzfall unendlich hoher Polarisierbarkeit fiihrt zur
Randbedingung B - ¢ = 0 oder ¥ |r = const. In diesem Grenzfall erhilt
man fiir eine Kugel dasselbe Feldlinienbild wie in Abbildung 10.3 fiir das
elektrische Feld.

2. Die Hohlkugel bestehe aus einem Supraleiter. Dann ist B - n = 0 und
(0¥/dn)|r = 0, denn eine Normalkomponente von B induziert einen per-
manenten Superstrom, der das Magnetfeld kompensiert. Im Inneren des Kor-
pers ist ¥ = const. die Losung der Laplacegleichung mit der Randbedingung
(0¥/0n)|r = 0. Daher ist das Innere eines Supraleiters vollig feldfrei. Fiir ei-
ne Kugel verlaufen die magnetischen Feldlinien wie die Aquipotenziallinien
in Abbildung 10.3; die Feldlinien werden aus dem Bereich der Kugel heraus-
gedringt.

Eine geschlossene supraleitende Fldche ist die Methode zur Abschirmung magne-
tischer Felder. Fiir elektrische Felder geniigt dagegen eine geschlossene normal-
leitende Flache (Faradayscher Kifig). Beide Abschirmungsmethoden funktionieren
auch fiir zeitabhéngige Felder, solange diese hinreichend langsam variieren.
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Aufgaben
14.1 Stromdurchflossener Hohlzylinder

<

RN\R

A Ein unendlich langer Hohlzylinder (Innenradius Rj,
AuBenradius R,) wird homogen vom Strom / durch-
flossen. Berechnen Sie das Magnetfeld B mit dem
Ampere-Gesetz im Innen- und Auflenraum und im
Zylindermantel. Skizzieren Sie | B| als Funktion des
Abstands von der Symmetrieachse.

14.2  Stromdurchflossener Draht

Losen Sie die Feldgleichung AA = —4m j/c fiir einen unendlich langen, zylindri-
schen Draht (Radius R), der homogen vom Strom / durchflossen wird. Geben Sie
das dazugehorige B-Feld an.

14.3 Zylinderspule

Fiir eine unendlich lange Spule ist die Stromdichte in Zylinderkoordinaten gege-
ben:
. : NI
Jr)=jp)ep,=—=3(p—R)e
Berechnen Sie das Vektorpotenzial aus der Integralformel (14.3). Beriicksichtigen
Sie dabei die Symmetrie des Problems. Verwenden Sie partielle Integration und

27 n

2

J =/ dy — 0819 _ tna (Ja| <1, n=0,1,2,...)
0 l—2acosgp+a> 1—a?




15 Magnetischer Dipol

Wir betrachten eine lokalisierte Stromverteilung:

beliebig (r < Ro)

Jr) :{ 0 r > Ro) (15.1)

Wie in Abbildung 12.1 soll das Feld auBerhalb der Verteilung bestimmt werden. Im
Bereich r > Rq kann das Vektorpotenzial A nach Potenzen von Ry/r entwickelt
werden; dies ist die aus Kapitel 12 bekannte Multipolentwicklung. Wir beschrdnken
uns hier auf den niedrigsten Term dieser Entwicklung, den magnetischen Dipol.

Wir setzen
3
1 (r’<r) 1 , 8 1 1 r'r/
— = - = C— -+ = = 15.2
[r —r'| r ;x’ dx; r+ r * r3 + (152)
in (14.3) ein:
1 i (r' 1 1
A(r) = —/d3r’ g —/d3r’j(r’) + — | )y +...
c lr—r'| cr crd

(15.3)
In einer begrenzten Stromverteilung gibt es in jeder Richtung gleichviel positive
wie negative Beitrdge. Daher gilt

/d3r jr)=0 (15.4)
Damit entfillt der erste Term auf der rechten Seite von (15.3). Fiir den zweiten Term

bendtigen wir eine kleine Zwischenrechnung. Wegen divj = 0 ist )", 8, (x; ju) =
Ji- Daher gilt

3
f rx jir) =) / & x 90(xi ju(r) B — f dr xi ji(r)  (15.5)
n=1

Wir multiplizieren beide Seiten mit x,’(, summieren iiber k, gehen zur Vektorschreib-
weise iiber und vertauschen r’ < r:

/d3r/ r-r)j) = —/d3r’ r'[rj@h] (15.6)
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Damit formen wir den letzten Term in (15.3) um:

1
f ') ji) = / & (o) jay=r'[r-jo)]) (15.7)
1 3.7 l .o/ r 3.0 .o/
= -3 drrx(rXJ(r))z—Ex a’r'r’ x j')
Die Grofle
1 3 . Magnetisches
k=5 /d rrx ) Dipolmoment (15.8)

bezeichnen wir als das magnetische Dipolmoment der Stromverteilung. Wir setzen
(15.7) mit (15.8) in (15.3) ein:

nXxr
73

A(r) = + ... (r > Rp) (15.9)

Die néchsten Terme ergeben sich aus der Fortfiihrung der Entwicklung (15.2). Sie

sind jeweils um einen Faktor O (Ry/r) kleiner. Diese Terme werden im Folgenden
nicht beriicksichtigt. Das zu (15.9) gehorige Magnetfeld

3r(r-p) —pr?

B(r) =r1otA = 3
,

(r > Ro) (15.10)

hat dieselbe Struktur wie das elektrische Dipolfeld (12.25).

Beispiele fiir Systeme mit magnetischem Dipolmoment sind: Erde, stromdurch-
flossene Drahtschleife oder Spule, Kompassnadel, elementare Teilchen wie Elektro-
nen, Protonen oder Neutronen. Einige dieser Systeme werden im Folgenden noch
niher betrachtet.

Das Magnetfeld einer Spule (Abbildung 14.2 rechts) ist fiir Abstinde, die grof3
gegeniiber den Spulenabmessungen sind, ein Dipolfeld. Im Grenzfall verschwin-
dender Langenabmessungen wird die stromdurchflossene Spule zu einem magneti-
schen Punktdipol.

Strome im Erdinneren fiihren dazu, dass die Erde ein magnetisches Feld hat. Der
dominierende Anteil dieses Felds ist ein Dipolfeld, also von der Form (15.10). Die
Richtung der Magnetachse (Richtung von p) weicht wenige Grad von der Drehach-
se ab (Deklination). Das Erdmagnetfeld polt sich etwa alle 200 000 Jahre um. Die
einfachste und bekannteste Messung des Erdfelds erfolgt mit einem Kompass; hier-
zu sei auf die untenstehenden Abschnitte ,,Dauermagnet* und ,,Energie im dufBeren
Feld* verwiesen.
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Punktdipol

Wir berechnen die Stromdichte j = —(c/4m) A A, die zum Vektorpotenzial (15.9)
gehort, wobei wir von der Einschrinkung r > R absehen:

. c nxr c
=—— A =— A \%
Jr 4n r3 47 (> V)

=—c(pxV)sr) (1511

N | ==

Eingesetzt in (14.3) ergibt diese Stromdichte das Dipolfeld A = p x r/ r3. AuBer-
dem verschwindet j fiir r # 0. Aus diesen beiden Punkten folgt, dass (15.11) die
Stromdichte eines magnetischen Punktdipols ist.

Drahtschleife

Wir berechnen das Dipolmoment eines vom Strom / durchflossenen Drahtkreises
mit dem Radius R. Wir verwenden Zylinderkoordinaten und legen die Drahtschleife
so, dass

J=138(p—R) () e, (15.12)
Wir setzen dies in (15.8) ein:
1 00 27 00 JTR2I
/Lz/pdpf d<p/ dz(pe,+ze;) xe,18(p—R)8(z) = e
2¢ Jo 0 0
(15.13)

Fiir groBe Abstinde (r > R) ist das Magnetfeld der Drahtschleife durch (15.10) ge-
geben. Im Bereich » < R weicht das tatsichliche Feld (Abbildung 15.1) wesentlich
vom Dipolfeld ab.

Gyromagnetisches Verhiiltnis

Wir betrachten einen starren Korper mit der Ladungsdichte o(r). Der Korper ro-
tiere mit der Winkelgeschwindigkeit @ um eine feste Achse, Abbildung 15.2. Die
Rotation erzeugt das Geschwindigkeitsfeld

vir)=wxr (starre Rotation) (15.14)

Die resultierende Stromdichte j = o v ergibt das Dipolmoment

o= % /d3r o(r) (r x v(r)) (15.15)

Der Korper habe zugleich eine Massendichte oy, (), die mitrotiert und dadurch zum
Drehimpuls L fiihrt. Zur Berechnung des Drehimpulses denken wir uns die Mas-
sendichte in einzelne Massenpunkte m, zerlegt:

L = va r, X v, = /d3r om(r) (r X v(r)) (15.16)

In (15.15) und (15.16) betrachten wir dasselbe Geschwindigkeitsfeld (15.14).
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Abbildung 15.1 Schematische Darstellung des Magnetfelds einer stromdurchflossenen
Drahtschleife. In groler Entfernung wird das Feld zum Dipolfeld (15.10).

Abbildung 15.2 Die Rotation eines starren
Korpers impliziert das Geschwindigkeitsfeld
v(r) = o xr; dabei zeigt der Vektor r von der
Drehachse zum betrachteten Punkt. Wenn der
Korper massiv und geladen ist, dann fiihrt die
Rotation zu einem Drehimpuls L und zu ei-
nem magnetischen Moment p. Die Vektoren
L und p sind dann parallel zueinander; der
Quotient /L heifit gyromagnetisches Ver-
héltnis.
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Wir fiihren jetzt die Annahme ein, dass die Masse m und die Ladungen ¢ inner-
halb des Korpers gleich verteilt sind:

@_Qm(")
g m

= f(r) 15.17)
Dies gilt zum Beispiel dann, wenn der starre Korper aus Einzelteilen besteht, die
alle den gleichen Wert Aq/Am haben. Aus (15.15)—(15.17) erhalten wir

q
2mce

n= (15.18)
Das Verhiltnis @/ L von magnetischem Moment zu Drehimpuls wird gyromagneti-
sches Verhdltnis genannt. Abweichungen von der Annahme (15.17) oder relativisti-
sche oder quantenmechanische Effekte fiihren dazu, dass das gyromagnetische Ver-
hiltnis mehr oder weniger stark von g /2mc abweicht. Diese Abweichungen werden
in dem sogenannten g-Faktor zusammengefasst:

p=g— L (15.19)
2mc
Wir wenden das in Abbildung 15.2 skizzierte Bild auf den Eigendrehimpuls, den
Spin, eines Elektrons an. Die Projektion s, des quantenmechanischen Spins kann die
Werte 7% /2 annehmen. Fiir s, = //2 hat das magnetische Moment des Elektrons
(mit g = —e) in z-Richtung dann den Wert

eh
fe=—% s, up= (15.20)

2 T 2mec

Das tatsdchliche magnetische Moment ist etwa doppelt so grof (g ~ 2), wie man
es in dem naiven Modell einer rotierenden, starren Ladungs- und Massendichte er-
warten wiirde. Es ist damit ungefihr gleich dem Bohrschen Magneton pug. Die Ab-
weichung von pg kann sehr genau gemessen und berechnet werden:

g { 1.001 159652181 11 £ 0.000 000 000 000 74 (Experiment')

2 1.001 159 652 140 £ 0.000 000 000 028 (Theorie?)
(15.21)

Aus der Diracgleichung folgt der Wert g = 2. In der Quantenelektrodynamik wer-
den Korrekturen hierzu berechnet. Im Rahmen der Unsicherheit — in (15.21) ist
jeweils eine Standardabweichung angegeben — stimmt der berechnete Wert mit dem
gemessenen iiberein. Das magnetische Moment des Elektrons gehort zu den Gro-
Ben, die experimentell und theoretisch besonders genau bestimmt werden konnen.

Protonen und Neutronen sind ebenfalls Spin-1/2 Teilchen. Wir setzen fiir ihre
magnetischen Momente wp, = (g/2)(efi/2mc) an; dabei ist m die Masse des
Nukleons, g, = e und gy fikiy = e. Damit erhilt man

8p &n

— =279, — ~ —1.91 15.22
> > ( )
12006 CODATA, http://physics.nist.gov/cuu/Constants/

2T, Kinoshita and W. B. Lindquist, Phys. Rev. D42 (1990) 636
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Alle betrachteten g-Faktoren sind von der Groflenordnung 1. Dies bedeutet, dass
die klassische Vorstellung einer rotierenden, starren Massen- und Ladungsdichte
zumindest die Groenordnung der magnetischen Momente erklért. Dieses Modell
impliziert © o< 1/m und erklirt somit, dass das magnetische Moment des Protons
etwa 103-mal kleiner als das des Elektrons ist. Natiirlich ist das Modell der rotie-
renden, starren Massen- und Ladungsdichte in anderer Hinsicht unrealistisch.

Die Ladung des Neutrons ist null; der Wert g, &~ —1.91 gilt fiir den fiktiven
Wert ¢n fikiv = e. Fiir das Neutron konnte man in einem klassischen Bild eine
Ladungsdichte annehmen, die fiir kleine Radien positiv, fiir grole aber negativ ist.
Fiir diese Ladungsdichte muss g, = | d’r o0 = 0 gelten. Im Integral (15.15) werden
die groBeren Abstinde stirker gewichtet, so dass ein negativer g-Faktor moglich ist.

Dauermagnet

Strome im atomaren Bereich bedingen die magnetischen Eigenschaften verschie-
dener Materialien (Dia-, Para- und Ferromagnetismus, Kapitel 32). In einem ferro-
magnetischen Material wie Eisen stellen sich bei nicht zu hohen Temperaturen die
Spins von ungepaarten Elektronen parallel ein. Damit sind auch die magnetischen
Momente dieser Elektronen ausgerichtet und ergeben ein grofes resultierendes Di-
polmoment. Die Ausrichtung der Spins ist fiir nicht zu hohe Temperaturen stabil.
Damit liegt ein permanent magnetisches Material vor, also ein Dauer- oder Per-
manentmagnet. Da die magnetischen Eigenschaften letztlich von Stromen herriih-
ren, gelten die hier aufgestellten Gesetze der Magnetostatik auch fiir das Magnet-
feld eines solchen Dauermagneten. Fiir den Dauermagneten werden allerdings die
Quellen dieses Felds (atomare Kreisstrome und ihre Analoga in Elementarteilchen)
meist nicht explizit behandelt. In Abbildung 15.3 ist das Magnetfeld eines Stab-
magneten skizziert. Der Stab besteht aus ferromagnetischem Material, in dem alle
Spins in Richtung der Stabachse ausgerichtet sind. Bei geeigneter Lagerung kann
ein Stabmagnet als Kompassnadel dienen. Das nach Norden zeigende Ende wird
als Nordpol, das andere als Siidpol bezeichnet. Das gezeigte Feld ist dhnlich dem
der endlichen Spule. Es entsteht aus den magnetischen Momenten ungepaarter und
ausgerichteter Elektronen.

Abbildung 15.3 Skizze des Felds eines Stab-
magneten (Dauermagneten). Das Magnetfeld be-
ruht auf permanenten Kreisstromen im mikro-
skopischen Bereich.



Kapitel 15 Magnetischer Dipol 141

Energie im duBeren Feld

Wir berechnen die potenzielle Energie einer Stromverteilung in einem dufleren ma-
gnetischen Feld B.y. Die Stromdichte sei rdaumlich begrenzt:

o o~ | beliebig (" < Ro) 153
Jry=jo+r)=j") = 0 +' > Ro) (15.23)

Die Koordinaten wurden wie in Abbildung 12.3 bezeichnet. Die Stromverteilung
soll sich unter dem Einfluss des dufBleren Felds nicht verindern. Im Bereich der
Stromverteilung entwickeln wir das externe Magnetfeld By, in eine Taylorreihe:

Bex(r) = Bex(ro +1') = Bex(ro) + (r' - Vo) Bexi(ro) + ... (15.24)

Aus der Kraftdichte f = ; X Bext/c, (13.21), erhalten wir die Gesamtkraft F auf
die Stromverteilung

F — / d*r" J(r') x Bex(ro+r)

/d3r’ J@) x (' - Vo) Bexi(ro) + ...

A= O= o=

/d3r/ ((VO . r/) ;(ﬂ)) % Bext(rO) + ... (15.25)

Der erste Term in der Entwicklung (15.24) fillt hier wegen (15.4) weg. Die nicht
mit angeschriebenen Terme werden im Folgenden weggelassen.

In (15.6) ist r ein beliebiger, von der Integration unabhingiger Vektor. Daher
gilt diese Beziehung auch, wenn r durch Vj ersetzt wird:

/d3r’ (Vo-r')F)) =— /d%/ P (Vo Ji) (15.26)
Hiermit formen wir (15.25) um:

1 ~ ~
F = — /d%/ ([Vg-r’]j(r’)—r’[Vo-j(r/)D X Bexi(ro)

2c¢
1 ~
- - ( /d3r’ [ x ()] x Vo) X Bext(ro)
= (IL X VO) X Bext(ro) = Vo (IL : Bext) — K (VO : Bext)
=V (”, : Bext) (15.27)

Dabei wurde zweimal die Formel (@ x b) x ¢ = b(a - ¢) — a(b - ¢) benutzt. Der
Operator Vy wirkt nur auf Bey, da u eine Konstante ist. Es wurde Vg - Bexyy = 0
verwendet. Mit F = —grad W (r) konnen wir

W = —p - Bexi(ro) = —pt Bexy c0s 6 (15.28)
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als die potenzielle Energie eines Dipols im dufleren Feld identifizieren. Die poten-
zielle Energie hiingt neben ro auch vom Winkel 6 zwischen der Dipol- und der
Magnetfeldrichtung ab. Daher {ibt das Feld ein Drehmoment M mit dem Betrag
M = —0W /06 aus. Das Drehmoment steht senkrecht auf g und B¢, also

M = pu X Bey (15.29)

Wir betrachten einige Anwendungen von (15.28) und (15.29):

1. Ein frei drehbarer magnetischer Dipol stellt sich im Gleichgewicht so ein,
dass die Energie (15.28) minimal ist. Dann zeigt g in die Richtung von B.
Dies ist das Prinzip des Kompasses.

2. In einem bekannten homogenen Feld B befinde sich eine frei drehbare
Kompassnadel. Nun werde ein Magnetfeld unbekannter Stirke senkrecht zu
B eingeschaltet. Aus der Einstellung der Nadel im kombinierten Feld kann
die unbekannte Feldstirke bestimmt werden.

3. In einem homogenen Magnetfeld B = B e, befinden sich Elektronen. Quan-
tenmechanisch sind dann die beiden Spineinstellungen s, = 4/ /2 moglich.
Die Spins konnen durch Absorption elektromagnetischer Strahlung umklap-
pen. Dazu muss die Frequenz der Strahlung die Bedingung Aiw = 2ugB
erfiillen. Durch die Messung der Frequenz @ kann das magnetische Moment
oder die Stédrke des Magnetfelds bestimmt werden.
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Aufgaben
15.1 Lokalisierte Stromverteilung

Die Stromverteilung j (r) sei rdumlich begrenzt. Leiten Sie

f d*r j(r) =0
aus div j(r) = 0 ab. Verwenden Sie dazu j = (j - V) r.

15.2 Zylindersymmetrische Stromverteilung

Gegeben ist eine zylindersymmetrische Stromverteilung in Kugelkoordinaten:
Jj=J(.0)ey (15.30)

Zeigen Sie, dass das Vektorpotenzial auch von dieser Form ist, und geben Sie einen
Ausdruck fiir A(r, 8) an. Welche skalare Differenzialgleichung fiir A(r, 8) folgt aus
AA =—4nj/c?

Hinweise: Betrachten Sie die Kombination A, +iA,. Entwickeln Sie 1/|r —r’|
in der Integralformel fiir das Vektorpotenzial nach Kugelfunktionen.

15.3 Stromdurchflossene Leiterschleife

In einer kreisformigen Leiterschleife ist die Stromdichte in Zylinderkoordinaten
durch
J=18(p—R)s() e,

gegeben. Berechnen Sie das Vektorpotenzial fiir die Fille p << R und p > R.
Zeigen Sie, dass sich fiir groBe Abstinde ein Dipolfeld A = (i x r)/r? ergibt.
Hinweise: Nach Aufgabe 15.2 impliziert die zylindersymmetrische Stromdich-
te ein Potenzial mit derselben Symmetrie, also A(r) = A(p, z) e,. Um A(p, z)
zu bestimmen, geniigt es, die Integralformel fiir Ay und ¢ = 0 anzusetzen. Das
resultierende Integral soll nur fiir die angegebenen Grenzfille gelost werden.

15.4 Helmholtz-Spulen

Zwei parallele kreisformige Leiterschleifen werden beide vom Strom 7 in gleicher
Richtung durchflossen. Die Kreise liegen parallel zur x-y-Ebene, sie haben beide
den Radius R und ihre Mittelpunkte liegen bei (x, y, z) = (0, 0, b) und (0, 0, —b).

Bestimmen Sie das Vektorpotenzial dieser Anordnung als Superposition der Po-
tenziale der einzelnen Leiterschleifen (Aufgabe 15.3). Entwickeln Sie das Vektorpo-
tenzial in der Nihe des Koordinatenursprungs bis zur Ordnung @ (03, pz%). Welche
Beziehung muss zwischen dem Radius R und dem Abstand D = 2b der Kreise
gelten, damit das Magnetfeld in diesem Bereich moglichst homogen ist?
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15.5 Rotierende, homogen geladene Kugel

Eine homogen geladene Kugel (Radius R, Ladung ¢) rotiert mit der Winkelge-
schwindigkeit @ um eine Achse durch ihren Mittelpunkt. Welche Stromdichte j
ergibt sich? Bestimmen Sie das Vektorpotenzial A aus der Integralformel. Geben
Sie die Komponenten des Magnetfelds in Kugelkoordinaten an.

Hinweise: Legen Sie w in z-Richtung und berechnen Sie A, + i A, mit der Integral-
formel (14.3). Driicken Sie j, + ij, durch Y aus, und entwickeln Sie 1/|r — /|
nach Kugelfunktionen.

15.6 Oberflichenstrome der homogen magnetisierten Kugel
Das Magnetfeld
e Boe, (r < R)

3r(r-p) —pur?

s (r > R)

gehort zu einer homogen magnetisierten
Kugel mit dem Dipolmoment u = i e;.
In den Bereichen r < R und r > R gel-
ten jeweils divB = 0O und rotB = 0.
Als Quellen des Feldes kommen daher
nur Strome auf der Oberfldche in Frage.

Wegen der Zylindersymmetrie sind die Oberflachenstrome von der Form

1)

J—n—RS(r—R)e¢

Bestimmen Sie den Strom 7 (0) und das magnetische Moment . Leiten Sie dazu
aus den Feldgleichungen folgende Bedingungen ab:

B,(R+¢)—B.(R—¢) = 0 (15.31)

4
Bo(R +¢) — By(R —¢) = 7“% (15.32)

15.7 Kleiner Permanentmagnet

Ein kleiner Permanentmagnet (Dipolmoment ) ist bei d = d e, so gelagert, dass
er sich innerhalb der x-y-Ebene frei drehen kann. Auf den Magnet wirkt ein homo-
genes Magnetfeld By = By e,.

In welche Richtung zeigt u im Gleichgewicht? In welche Richtung zeigt u
im Gleichgewicht, wenn es zusitzlich noch einen Draht mit der Stromdichte j =
158(x)8(y) e, gibt?
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16 Maxwellgleichungen

In Teil II und III haben wir die Elektro- und Magnetostatik getrennt behandelt. Fiir
zeitabhingige Vorginge gibt es Kopplungen zwischen elektrischen und magneti-
schen Feldern, die wir als ,,Faradaysches Induktionsgesetz* und als ,,Maxwellschen
Verschiebungsstrom* einfiihren. Durch die zugehdrigen Kopplungsterme werden
die Feldgleichungen der Elektro- und Magnetostatik zu den Maxwellschen Glei-
chungen verallgemeinert. AnschlieBend wird die Energie- und Impulsdichte des
elektromagnetischen Felds bestimmt.

Die Feldgleichungen der Elektro- und Magnetostatik lauten

divE(r) =4mo(r), rot E(r) =0 (Elektrostatik)
rot B(r) = (4xw/c) j(r), divB(r) =0 (Magnetostatik) ae-b
Hieraus folgt die Kontinuititsgleichung in der Form
divj(r)=0 (16.2)

Das elektrische und das magnetische Feld werden durch ihre Kraftwirkungen defi-
niert. Auf eine Punktladung mit dem Ort ¢ und der Geschwindigkeit v = 7o wirken
die Krifte (5.11) und (13.22):

F=gEry) und F=gq2>xB(ro) (16.3)
C

Man kann leicht sehen, dass es Zusammenhinge zwischen dem elektrischen und
magnetischen Feld geben muss, also dass (16.1) nicht die allgemein giiltige Theo-
rie darstellen kann: In einem Inertialsystem (IS) gebe es eine statische Ladungs-
verteilung o(r). In einem relativ dazu bewegten IS’ erscheint diese Verteilung als
Ladungs- und Stromverteilung. Wihrend es in IS nur ein elektrisches Feld gibt,
existiert in IS’ neben dem elektrischen auch ein magnetisches Feld. Daher transfor-
mieren sich die Felder beim Ubergang zwischen Inertialsystemen ineinander; sie
hingen teilweise vom Standpunkt des Beobachters ab.
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Fiir einen Grenzfall konnen wir die Transformation der Felder aus (16.3) ab-
lesen. In einem IS bewege sich ein Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit v in
einem elektrischen Feld E und einem magnetischen Feld B. Nach (16.3) wirkt die
Kraft ¢ (E + (v/c) x B) auf das Teilchen. Wir gehen nun ins Ruhsystem IS’ des
Teilchens. Wegen v’ = 0 ergibt sich jetzt aus (16.3) die Kraft ¢ E’, wobei E’ das
elektrische Feld in IS’ ist. Im nichtrelativistischen Grenzfall (bei Vernachlissigung
von Termen O(v?/c?)) sind beide Krifte gleich. Daher gilt

E —E+ ; < B (v < ¢) (16.4)

fiir die Transformation von IS (mit E und B) zu IS’ (mit E’). Dies bedeutet zum
Beispiel: Bereits ein magnetisches Feld in IS (also E = 0 und B # 0) impliziert
ein elektrisches Feld in IS’ (also E’ # 0).

Wir stellen jetzt die Verallgemeinerung von (16.1) fiir zeitabhingige Vorgéinge
auf. Dazu versehen wir alle Felder mit einem Zeitargument und fiigen zwei zusétz-
liche Terme ein:

. 10B(r,t)
divE(r,t) =4mo(r,t), rot E(r,t) + - o =0

C
Induktion

10E(r,t) 4 . (165)

rotB(r,t) - —-——— = — j(r,t), divB(r,t) =0
c at c
———
Verschiebungsstrom

Diese Maxwellgleichungen wurden 1864 von Maxwell aufgestellt. Die zusitzlichen,
mit Induktion und Verschiebungsstrom gekennzeichneten Terme werden in den fol-
genden beiden Abschnitten begriindet.

Wir leiten die Maxwellgleichung mit div E nach der Zeit ab und bilden die
Divergenz der Gleichung mit rot B. Die Kombination der beiden resultierenden
Gleichungen ergibt die Kontinuitétsgleichung

do(r, 1)
ot

+divj(r,t) =0 (16.6)

Die Krifte (16.3) werden zur Lorentzkraft F1 zusammengefasst:

FL=gq (E(ro, 1+ ; x B(ro, z)) (16.7)

Die Gleichungen (16.5) und (16.7) sind die Grundgleichungen der Elektrodynamik.
Aus ihnen werden alle relevanten Aussagen abgeleitet.
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Bewegter Magnet
B
ol . \E g
Induzierte \\

2 1 Spannung U

Abbildung 16.1 Ein Magnet wird relativ zu einer ruhenden Drahtschleife bewegt. Dann
induziert das zeitabhiingige Magnetfeld eine Spannung, die an den beiden Drahtenden ge-
messen werden kann. Dieser Effekt wird durch das Faradaysche Induktionsgesetz beschrie-
ben. Auf diesem Effekt beruht die Stromerzeugung in einem Dynamo oder Generator,
aber beispielsweise auch die Funktion eines Transformators oder eines elektrodynamischen
Mikrophons. — Bei der angegebenen Richtung von C zeigt die Fliche @ zum Betrachter hin.

Faradaysches Induktionsgesetz

Wir integrieren die Gleichung rot E = —B/c iiber eine zeitunabhingige Fliche a
mit dem Rand C und verwenden den Stokesschen Satz:
1 0B(r,1)
dr - E=—— | da- — (16.8)
C C Ja ot

Eine gegebene Kontur C kann durch verschiedene Flichen iiberspannt werden, etwa
ap und ay. Die Differenz f a da - B — f " da - B verschwindet aber; denn sie kann

in ein geschlossenes Oberflichenintegral § da - B = [ d’rdivB = 0 iiberfiihrt
werden. Die genaue Wahl der Flédche ist daher nicht relevant.

Schneidet man die geschlossene Kontur auf, dann ergeben sich zwei unmittelbar
benachbarte Endpunkte. Zwischen ihnen ergibt sich die Spannung

2
U:/dr~E=‘¢dr-E (16.9)
1

Fiir infinitesimal benachbarte Punkte (und stetiges E-Feld) ist das Linienintegral
von 1 bis 2 gleich dem Integral iiber die geschlossene Kontur C. Man kann die in-
duzierte Spannung U messen, wenn man ldngs der aufgeschnittenen Kontur C eine
Drahtschleife legt (Abbildung 16.1). Aufgrund der Krifte g E verschieben sich die
beweglichen Ladungen im Draht solange, bis das mittlere elektrische Feld im Draht
verschwindet (Teil VI). Die resultierenden Ladungsansammlungen an den Draht-
enden fiihren dann dazu, dass sich die Spannung U an dieser Stelle aufbaut!. Diese
Induktion einer Spannung wurde 1831 durch Faraday beobachtet. Diese Messung
verifiziert die Gleichung rot E = —B /c.

IDa das mittlere elektrische Feld im Draht verschwindet, wird die elektrische Feldstirke in den
Spalt von 2 — 1 verschoben, U = ¢ dr - E = le dr - Ep,. Damit hat die am Spalt gemessene
Spannung das umgekehrte Vorzeichen.
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Die induzierte Spannung ist so gerichtet, dass der von ihr hervorgerufene Strom
das angelegte Magnetfeld schwicht. Dies wird als Lenzsche Regel formuliert: Die
Induktionsstrome sind so gerichtet, dass ihr Magnetfeld das verursachende Magnet-
feld schwiicht. Dies fiihrt zu einer Erkldrung des Diamagnetismus (Kapitel 32).

Wir kommen nun zum Fall einer zeitabhidngigen Kontur C(¢) und Fliche a(z).
Wenn man zu einem Zeitpunkt ¢ die Maxwellgleichung rot E = —-B /c tlber die
Flache a(t) integriert, erhilt man wieder die Form (16.8). In diesem Fall ist die linke
Seite aber nicht die induzierte Spannung; insofern ist diese Form der Gleichung oh-
ne besonderes Interesse. Um die Induktionsspannung fiir eine zeitabhingige Kon-
tur zu erhalten, muss man die elektrostatische Kraft ¢ E durch die Lorentzkraft
q(E + (v/c) x B) ersetzen; g steht hier fiir eine mit der Kontur mitbewegte Probe-
ladung, und v ist die Geschwindigkeit des betrachteten Linienelements dr. Damit
erhalten wir die Induktionsspannung

U=7§ dr-(E+3xB) (16.10)
C() c

Man kann dies auch formal ableiten?; dazu wird aber das Transformationsverhalten
der Felder (Kapitel 18 und 22) benotigt.

Die Verallgemeinerung der rechten Seite von (16.8) beriicksichtigt die Ande-
rung des magnetischen Flusses aufgrund der Zeitabhingigkeit der Fliche a(t):

1d 1don
U=—-——| da-B@r,t)=——— (16.11)
c dt a(t) c dt

Dies ist die Hauptform des Faradayschen Induktionsgesetzes (auch Faradaysches
Gesetz genannt). Das Faradaysche Induktionsgesetz besagt: Die induzierte Span-
nung wird durch die Anderung des magnetischen Flusses @, = [ da - B durch
die Schleife bestimmt. Fiir eine zeitunabhingige Kontur reduziert sich (16.11) auf
(16.8); auch die speziellere Aussage (16.8) wird als Faradaysches Induktionsgesetz
bezeichnet.

Wir zeigen nun noch die Aquivalenz von (16.11) und (16.10). Fiir die zeitliche
Anderung eines Flichenelements lesen wir da/dt = (v x dr) aus Abbildung 16.2
ab. Dies verwenden wir in

ddm da dB(r,t) (16.8)
- [da S0

= [ Z.B
+ ot

?gd (E+" B) (16.12)
— . - x :
dr dr d c

Damit ist (16.11) aus den Maxwellgleichungen und der Lorentzkraft abgeleitet.
Eine Anwendung der Induktion ist die Wirbelstrombremse. Eine leitende, rotie-
rende Metallscheibe wird an einer Stelle einem konstanten Magnetfeld ausgesetzt,

2Im momentanen Ruhsystem IS’ eines Linienelements ist die induzierte Spannung dU’ = E’ -
dr'.MitdU’ = y dU (Nullkomponente des 4-Vektors Ay ), Eil =EjundE| =y (E_+(v/c)xB)
aus (22.6), und dr/H = ydr) und dr/l = dr, (Langenkontraktion) erhalten wir schlielich dU =
dr - (E + (v/c) x B).
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Kontur C

Abbildung 16.2 Das Faradaysche Induktionsgesetz (16.11) ldsst eine Zeitabhingigkeit
der Kontur C(¢) zu. Wenn sich ein herausgegriffenes Linienelement dr mit der Geschwin-
digkeit v bewegt, liefert es den Beitrag da = vdt x dr zur Anderung der Fliche. — Man
kann fiir jedes einzelne Linienelement dr eine lokale Geschwindigkeit v verwenden. Dar-
aus ergeben sich dann beliebige stetige Verformungen oder Bewegungen der Kontur (im
Gegensatz zur Skizze).

das senkrecht zur Scheibe steht. Wegen der Drehung der Scheibe kommt es an die-
ser Stelle zu Induktionsstromen (Wirbelstromen). Die endliche Leitfdhigkeit des
Metalls bedingt, dass dabei Energie in Wirme umgewandelt wird (31.24). Diese
Energie geht der Rotationsenergie der Scheibe verloren.

Maxwellscher Verschiebungsstrom

Die Faradayschen Experimente fiihrten zur Ergdnzung der Gleichungen (16.1)
durch den Induktionsterm in (16.5). Der zweite entscheidende Schritt zur Vervoll-
standigung der Gleichungen (16.1) erfolgte nun durch Maxwell im Jahr 1864. Da-
zu ging Maxwell von der Kontinuititsgleichung (16.6) aus, die gemal (13.10)—
(13.12) aus der Ladungserhaltung folgt. Die Kombination der Kontinuititsglei-
chung mit div E(r,t) = 4mo(r,t) ergibt

e s o ( LOE

Q+d1VJ=d1v(——+])=0 (16.13)
47 ot

Dieses Ergebnis ist nicht kompatibel mit rot B(r,t) = 47 j(r, t)/c, denn hieraus

folgt div j(r,t) = 0. Die Gleichungen werden aber konsistent, wenn man in der

inhomogenen magnetischen Feldgleichung den Maxwellschen Verschiebungsstrom

E /Am zu j hinzufiigt:

1 9E(r.1) 4
rot B(r.1) — - # - Tﬂ jor 0 (16.14)

Der Zusatzterm wurde aus der Forderung der Konsistenz mit der Kontinuitétsglei-
chung abgeleitet. Der Verschiebungsstrom kann aber auch experimentell begriindet
werden. Dazu betrachten wir die integrale Form von (16.14) in einem stromfreien
Bereich:

19
%di‘-B:—— da-E (j=0) (16.15)
C c at J,



150 Teil IV Maxwellgleichungen: Grundlagen

Abbildung 16.3 Beim Kurzschlieen des Kondensators zerfillt das elektrische Feld. Die-
se Zeitabhingigkeit E # 0 bewirkt ein magnetisches Feld mit geschlossenen, kreisformi-
gen Feldlinien. Dieses Feld hat dieselbe Geometrie wie ein durch die Stromdichte j || E
erzeugtes. Daher ist auf der rechten Seite von rot B = (471t/c) j der Maxwellsche Verschie-

bungsstrom E /¢ hinzuzufiigen.

Ahnlich wie die Anderung des magnetischen Flusses ein elektrisches Feld bedingt,
ruft die Anderung des elektrischen Flusses @ = § da - E ein magnetisches Feld
hervor. So fiihrt das KurzschlieBen eines aufgeladenen Plattenkondensators zu ge-
schlossenen magnetischen Feldlinien (Abbildung 16.3). Dieses Magnetfeld konnte
zum Beispiel mit einer Kompassnadel beobachtet werden.

Vereinheitlichte Theorie

Die Maxwellsche Theorie ist ein Standardbeispiel fiir eine vereinheitlichte Theorie.
Darunter versteht man, dass zunéchst getrennt behandelte Phinomene im Rahmen
einer einzigen Theorie verstanden und beschrieben werden konnen.

Ein erstes Beispiel fiir eine vereinheitlichte Theorie ist Newtons Gravitations-
theorie3. Aus dieser Theorie lassen sich sowohl die Fallgesetze wie die Keplergeset-
ze ableiten; vor Newton gab es keine Verbindung zwischen diesen Gesetzen. Es war
Newtons herausragende Leistung, den Fall eines Apfels und die Bahn der Venus als
Folge der gleichen Kraft und des gleichen Bewegungsgesetzes zu verstehen.

Die Maxwellschen Gleichungen stellen eine vereinheitlichte Theorie dar, weil
sie die elektrischen und die magnetischen Phinomene auf einer gemeinsamen
Grundlage erkldren. Historisch wurde zunichst kein Zusammenhang zwischen die-
sen Phianomenen gesehen.

In den sechziger Jahren entwickelten Weinberg, Salam und Glashow eine ver-
einheitlichte Theorie fiir die elektromagnetische und die schwache Wechselwir-
kung. Diese Theorie sagte die Existenz von Vektorbosonen (Z° und W) voraus,
die in den achtziger Jahren nachgewiesen wurden.

Es ist ein Ziel der Physik, alle Wechselwirkungen, insbesondere auch die starke
Wechselwirkung und die Gravitationswechselwirkung, im Rahmen einer vereinheit-
lichten Theorie zu verstehen. Die Maxwellsche Theorie und ihre Nachfolger (Quan-
tenelektrodynamik, Weinberg-Salam-Theorie) haben hierfiir Vorbildcharakter.

31. Newton, Philosophiae naturalis principia mathematica, 1687
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Energiebilanz

Wir bestimmen die Energiedichte des elektromagnetischen Felds. Dazu stellen wir
die Energiebilanz fiir ein System aus Feldern und N Ladungen ¢g; (mit den Orten
r; und den Geschwindigkeiten v;) auf. Das elektromagnetische Feld iibt die Kraft
(16.7) auf die einzelnen Teilchen aus. Dadurch wird die Energie En, der Teilchen
gedndert:

N N N
o
dEma =Y Fri-dri=Y g (E-i—?’xB)-v,-dt: Y qivi - E(ri 1) di

i=1 i=1 i=1
(16.16)
Konkret stelle man sich hierbei etwa Elektronen im Feld eines Kondensators oder
in einem Teilchenbeschleuniger vor. In (16.16) verwenden wir die Stromdichte j =

> qivi8(r—r):

dE
d—‘t““ = /d3r jr.t)-E(r, 1) (16.17)
Mit Hilfe der Maxwellgleichungen driicken wir j - E durch die Felder aus:
. c 1 oE
jJ-E = —E-rotB— —E.-—
47 47 at
= —le(ExB)+—B rot E La—Ez
. 4n 47 87 9t
= —— dlv(ExB)—ii(E2+B2) (16.18)
47 8 ot ’
Bei dieser Umformung haben wir V- (E x B) = B-(V x E) — E - (V x B) benutzt.
Mit den Abkiirzungen
_ L L
Wem = Wem(r, 1) = 3 (E + B ) Energiedichte (16.19)
B’
und
S=Sr.1= ( E x B) Poyntingvektor (16.20)
o Energiestromdichte ’
schreiben wir (16.18) in der Form
0Wem . . .
+divS=—-j- - E (Poynting-Theorem) (16.21)

Die folgende Diskussion wird ergeben, dass wen, als Energiedichte des elektro-
magnetischen Felds zu interpretieren ist, und S/c? als Impulsdichte.

Wir integrieren (16.21) iiber ein zeitunabhingiges Volumen, wobei wir den
GaulBlschen Satz verwenden:

9 dE
—/d3r Wem(F, 1) +y§ da-S(r,t) = — —™ (16.22)
ot Vv a(V) dt
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Auf der rechten Seite wurde (16.17) verwendet. Mit Eey, = fv d3r wepy wird
(16.22) zu
dEem + dEmat
dt dt

In (16.16) wurde iiber eine feste Anzahl von materiellen Teilchen summiert. Da-
mit wird in Epy = fv &r. .. vorausgesetzt, dass alle N Teilchen im betrachte-
ten Volumen sind und bleiben. Andernfalls wiirde es in (16.23) einen zuséitzlichen
Oberflachenterm mit der materiellen Energiestromdichte geben.

Wir betrachten nun ein abgeschlossenes Systems und wihlen das Volumen V
s0, dass das System innerhalb von V liegt. Dann verschwindet das Integral iiber die
Oberfliche a(V') des Volumens, und (16.23) wird zu

= _74 da-S(r,t) (16.23)
a(V)

E = Eat + Eemy = const. (abgeschlossenes System) (16.24)

Als Volumen V kommt insbesondere auch der gesamte Raum in Frage. Fiir das
Verschwinden des Oberflichenintegrals geniigt es dann, dass die Felder im Unend-
lichen mindestens wie 1/ abfallen.

Die GroBe (16.24) hat die Dimension einer Energie. Die Energiegrofle, die fiir
ein abgeschlossenes System konstant ist, ist die Gesamtenergie des Systems. Das
System besteht aus Feldern und Teilchen; ferner ist bekannt, dass Ep, die Energie
der Teilchen ist. Hieraus folgt, dass Een, die Energie und wep, die Energiedichte des
elektromagnetischen Felds ist. Die Energiedichte wem, = (E* 4+ B?)/8 ist eine
Verallgemeinerung der aus der Elektrostatik bekannten Energiedichte u = E*/8.

Wir betrachten (16.23) jetzt fiir ein endliches Volumen V. Die Energie E¢p, der
elektromagnetischen Felder kann sich dadurch @ndern, dass (i) Energie auf die ma-
teriellen Teilchen iibertragen wird, oder dass (ii) elektromagnetische Energie die
Oberfliche a(V) des Volumens V passiert. Damit ist der Poyntingvektor S die
Energiestromdichte des elektromagnetischen Felds. Er hat die Dimension

Energie ~ Leistung
Fliche - Zeit  Fliche

[S]= (16.25)

Hieraus folgt [S/c?] = Impuls/Volumen, das heiBt S/c? ist eine Impulsdichte. Dies
legt nahe, dass S/c* die Impulsdichte des elektromagnetischen Felds ist; formal
wird dies im nidchsten Abschnitt begriindet.

Impulsbilanz

Die Ableitung der Impulsbilanz erfolgt analog zur Energiebilanz; sie wird nur sehr
knapp dargestellt*. Die zeitliche Anderung des Impulses P, eines Systems von
Teilchen folgt aus der Newtonschen Bewegungsgleichung:

deat _ del _ Z Li= qu <E(I‘,,l‘)+ Ji x B(r,,t)) (16.26)

i=l1

“4Dieser Abschnitt kann iibersprungen werden.
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Hierin fiihren wir die Ladungsdichte 0 = > ¢; §(r — r;) und die Stromdichte j =
> giv; §(r — r;) ein:

d P mat
dt

T
_ /d3r (Q(r,t) Eer.n+ 200 B(r,t)) (16.27)
c
Wir formen den Integranden wieder mit Hilfe der Maxwellgleichungen um. Dies

ergibt nach einigen Zwischenrechnungen’

. 3
JjxB 08cm aTix
E =— i 16.28
e+ c ot +ik2_:1 0xk ¢ ( )

Hierbei wurden die Groen

1 S
gm=——EXxB= — Impulsdichte (16.29)
dmc c
und | 5
T = o~ <Ei Ex+ Bi By — ék (E* + Bz)) (16.30)
T

eingefiihrt. Im Folgenden wird g, als Impulsdichte des elektromagnetischen Felds
identifiziert. Die Gesamtheit der GroBen T wird als Maxwellsche Spannungstensor
bezeichnet.

Wir integrieren (16.28) iiber ein Volumen V, das das System vollstindig um-
fasst. Der Term mit d7;;/dx; wird mit dem GauBschen Satz in ein Oberflichen-
integral verwandelt; fiir das abgeschlossene System verschwinden die Felder und
damit die T;; an der Oberfliche des Volumens. Zusammen mit (16.27) erhalten wir
dann

APy 0 3 d
it ] g = 4 (Pmac+ Pem) =0 (16.31)
oder P s+ Pem = const. Dies ist der Impulserhaltungssatz fiir das abgeschlossene
System. Hieraus folgt die Interpretation von g, als Impulsdichte des Felds. Die
Impulsdichte impliziert die Drehimpulsdichte

lem=lem(r,t)=r X gt = r x (E X B) (16.32)

dmce

SDiese Rechnungen werden etwa in Kapitel 6.8 von [6] ausgefiihrt.
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Aufgaben
16.1 Induktion in bewegter rechteckiger Leiterschleife

Eine rechteckige Leiterschleife (Seitenldngen b; und b») liegt in der x-y-Ebene und
bewegt sich mit konstanter, nichtrelativistischer Geschwindigkeit v = v e,.

Im Bereich 0 < x <d < b; wirkt ein

konstantes homogenes Magnetfeld B =

Bpe;, das in der Skizze durch Punkte
X markiert ist.

by
Berechnen Sie die in der Leiterschleife
induzierte Ringspannung U (¢). Skizzie-
ren Sie die Funktion U ().

by

16.2 Induktion in bewegter kreisformigen Leiterschleife

Y Eine kreisformige Leiterschleife bewegt
sich innerhalb der x-y-Ebene mit kon-
stanter, nichtrelativistischer Geschwin-
digkeit v = vey. Im Bereich x > 0
wirkt ein homogenes Magnetfeld By e,
das durch Punkte markiert ist.

Berechnen Sie die in der Leiterschleife
induzierte Ringspannung U (¢). Skizzie-
ren Sie die Funktion U ().

16.3 Induktion im rotierenden Kreisring

Ein leitender Kreisring (z = 0 und x? + y? = r§) rotiert mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w um die x-Achse. Es wirkt das homogene Magnetfeld B = Be,.

Welche Spannung U (¢) wird in dem Ring induziert? Im Ring sei ein Limpchen
(Widerstand R) angebracht. In dem Lampchen wird dann die elektrische Leistung
P = U?/R verbraucht. Welches Drehmoment M muss im zeitlichen Mittel auf
den Ring ausgeiibt werden, damit die Winkelgeschwindigkeit konstant bleibt (die
mechanische Reibung soll vernachlidssigt werden)?

16.4 Magnetfeld im sich entladenden Plattenkondensator

Ein Plattenkondensator aus zwei parallelen Kreisscheiben (Radius ry, Abstand d,
d < rg, Randeffekte werden vernachléssigt) wird langsam {iiber einen Widerstand
R entladen. Die Anfangsladungen auf den Platten sind Qg und — Qg.

Bestimmen Sie die Ladungen +Q(¢) auf den Platten und das magnetische Feld
B(1).
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16.5 Felddrehimpuls der rotierenden geladenen Kugel

Eine homogen geladene Kugel (Ladung ¢, Radius R) rotiert mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit ® um eine Achse durch den Mittelpunkt. Berechnen Sie
den Drehimpuls Ly, = f d3r 1o des elektromagnetischen Felds.



17 Allgemeine Losung

Um die allgemeine Losung zu finden, werden die Maxwellgleichungen zunéchst
durch die Einfiihrung der Potenziale @ und A vereinfacht. Die allgemeine Losung
besteht aus der allgemeinen homogenen Losung (Wellenl6sungen) und aus einer
partikulidren Losung (retardierte Potenziale).

Die Potenziale @ und A werden so eingefiihrt, dass die homogenen Maxwellglei-
chungen

divB(r,t) =0 (17.1)
1 0B(r,t
ot Er. 1) + 2 B0 (17.2)
c at
erfiillt sind. Ein quellfreies Feld, (17.1), kann als Rotationsfeld geschrieben werden:
B(r,t) =rotA(r,t) (17.3)
Aus (17.2) und (17.3) folgt
104
rot (E—i-—— ) —0 (17.4)
c 0t
Ein wirbelfreies Feld kann als Gradientenfeld dargestellt werden, also
1 0A(r, 1)
E(r,t) = —grad @(r,t) — - 57 (17.5)
c

Die sechs Felder E und B konnen damit auf vier Felder reduziert werden, und
zwar auf das skalare Potenzial @ und das Vektorpotenzial A. Gleichung (17.3) ist
von derselben Form wie in der Magnetostatik. Verglichen mit der Elektrostatik tritt
dagegen in (17.5) ein zusétzlicher Term auf.

Die Feldgleichungen fiir @ und A ergeben sich aus den inhomogenen Maxwell-
gleichungen. Aus div E = 41 g folgt

1 9(divA)
AP+ - —F=—-4np (17.6)
c at
Aus rot B — E/c =4 j/c folgt
aa_ LPA (a2 an (17.7)
— — —— — gra iv -] =—— .
2o ¢ c ot ¢’

Dabei wurde rotrotA = —AA + graddiv A verwendet. Die Gleichungen (17.6)
und (17.7) stellen vier gekoppelte partielle Differenzialgleichungen fiir die vier Fel-
der @ und A dar.

156

T. FlieBbach, Elektrodynamik, DOI 10.1007/978-3-8274-3036-6_18
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012
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Entkopplung durch Lorenzeichung

Die Potenziale @ und A sind durch die physikalischen Felder E und B nicht ein-
deutig festgelegt. Die Transformation

A(r,t) —> A(r,t)+grad A(r,1) (17.8)

dndert das B-Feld nicht; der Zusatzterm ist die allgemeine Form eines Terms, des-
sen Rotation verschwindet. Damit auch das E-Feld in (17.5) unverindert bleibt,
muss gleichzeitig das skalare Potenzial mittransformiert werden:
&(r,t) — D(r,t)— lm (17.9)
c ot
Die Transformation (17.8) und (17.9) heilit Eichtransformation (englisch: gauge
transformation). Die Felder E und B édndern sich nicht unter einer Eichtransforma-
tion mit einem beliebigen skalaren Feld A(r, 1).
Wegen der Eichinvarianz konnen wir eine skalare Bedingung an die Potenziale
stellen, die durch eine geeignete Wahl der skalaren Funktion A(r, t) erfiillt wird.
Als Bedingung wihlen wir die Lorenzeichung':

. 10@ .
divA + — & = 0 Lorenzeichung (17.10)
C

Fiir beliebige Felder @ und A wire die linke Seite von (17.10) eine skalare Funktion
f(r,t) # 0. Die Transformation (17.8) und (17.9) fiigt den Term AA — 3,2A/c?
hinzu. Man kann nun A so wihlen, dass AA — 8t2A /c?> = —f. Dann erfiillen
die neuen Potenziale die Bedingung (17.10). Praktisch geht man so vor, dass die
Potenziale von vornherein durch (17.10) eingeschréinkt werden.

Mit (17.10) werden (17.6) und (17.7) zu

1 32®(r, 1)
1 3%A(r,t 4
AA(r,t)——z# = i (17.12)
c ot c

Damit haben wir vier entkoppelte Differenzialgleichungen fiir die Felder @, Ay, A,
und A, erhalten. Die Lorenzeichung hat zur Entkopplung der Gleichungen (17.6)

'Benannt nach Ludwig Valentin Lorenz (1829-1891). Die Lorentztransformationen und ver-
wandte Begriffe (insbesondere Lorentztensoren) sind dagegen nach Hendrik Antoon Lorentz (1853—
1928, Nobelpreis 1902) benannt. Wegen seiner iiberragenden Bedeutung wird H. A. Lorentz héufig
auch die Eichung (17.10) zugeschrieben. Man findet daher oft die an sich inkorrekte Schreibwei-
se ,,Lorentzeichung*, zum Beispiel in den fritheren Auflagen dieses Buchs. Fiir einen Hinweis zu
diesem Punkt bedanke ich mich bei Frank Nachtrab.
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und (17.7) gefiihrt, also zu einer wesentlichen Vereinfachung. Die Gleichungen
(17.11) und (17.12) sind, zusammen mit (17.3), (17.5) und (17.10), dquivalent zu
den Maxwellgleichungen. Wegen (17.10) sind nur drei der vier Felder @ und A
voneinander unabhingig.

Wellengleichungen, die mathematisch dquivalent zu (17.11) oder (17.12) sind,
kommen auch in der Mechanik vor. So werden zum Beispiel Dichtewellen (Schall-
wellen) durch eine Gleichung der Form (17.11) beschrieben. In diesem Fall ist das
skalare Feld @ = on(r,t) — om0 die Abweichung der Massendichte o, vom
Gleichgewichtswert o,, 0, die Konstante ¢ ist die Schallgeschwindigkeit und die
rechte Seite beschreibt eine mogliche dufere Kraftdichte.

Jede Komponente von (17.12) hat dieselbe Struktur wie (17.11). Wir kdnnen die
Diskussion der Losung daher auf (17.11) beschridnken. Die allgemeine Losung der
Differenzialgleichung (17.11) ist von der Form

@(r7 t) = @hom + ®part (1713)

Dabei ist @y die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung, und
@par ist eine spezielle Losung der inhomogenen Differenzialgleichung.

Losung der homogenen Gleichung

Wir bestimmen zunéchst die allgemeine Losung der homogenen Gleichung:

1 3% Phom
APpom — 2 a2 (17.14)
Mit dem Separationsansatz
Phom(r, 1) = X(x) Y(y) Z(2) T (1) (17.15)

wird (17.14) zu
X// Y// Z// 1 T//
— 4+ ——+—=-—-—=0 17.16
X + Y + z 2T ( )
Jeder einzelne Term muss gleich einer Konstanten sein, da die anderen Terme nicht

von der jeweiligen Koordinate abhéngen, also
X eV

_ 2
=k =k

Z// ) T// )
i kz , — =
Z T

- —w (17.17)

Aus (17.16) folgt fiir die Separationskonstanten
o =k = (k+ k] + k) (17.18)
Wir 16sen die Differenzialgleichung fiir X (x):

d*x

=—k2X(x) — X(x)=exp(tikex) (17.19)
dx? x
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Die Losungen fiir Y (y), Z(z) und T (¢) sind von der gleichen Form. Damit die Lo-
sungen fiir =00 nicht divergieren, miissen k,, ky, k; und o reell sein. Im Ortsanteil
nehmen wir nur das positive Vorzeichen in der Exponentialfunktion, lassen dafiir
aber auch negative k-Werte zu:

—00 < ky, ky, k; < 00 (17.20)

Im Zeitanteil beriicksichtigen wir zunichst beide Vorzeichen in T = exp(fiwt).
Dann konnen wir uns auf positive Frequenzen w beschrianken:

w:w(k)=c|k|=ck=c1/kx2+ky2+k12 (17.21)

Damit hat der Separationsansatz zu den Elementarlésungen
By k. =exp(i[k-r:i:a)(k)t]> (17.22)

gefiihrt, die von drei beliebigen reellen Parametern k,, k, und k, abhiingen. Die
vierte Separationskonstante o liegt gemd3 (17.21) fest. Wegen der Linearitdt von
(17.14) ist auch eine Uberlagerung der Losungen (17.22) mit verschiedenen k-
Werten wieder Losung. Da das Potenzial @ reell ist, nehmen wir den Realteil (Re)
der Uberlagerung

Ppom(r, 1) = Re /d3k <al(k) + iag(k)> exp[i(k-r —wt)] (17.23)

mit den reellen Funktionen a; (k) und a, (k). In Aufgabe 17.1 wird diese Form der
Losung noch einmal auf einem etwas anderen Weg begriindet.

Da (17.14) eine Differenzialgleichung 2. Ordnung in der Zeit ist, wird die Lo-
sung durch die Anfangsbedingungen @(r,0) = G(r) und &(r,0) = H(r) fest-
gelegt. Die Uberlagerung (17.23) enthilt gerade soviele Integrationskonstanten (die
reellen Funktionen a1 (k) und a;(k)), wie durch die Anfangsbedingungen (die reel-
len Funktionen G(r) und H (r)) festzulegen sind. Daher ist (17.23) die allgemeine
Losung von (17.14).

Entsprechende Losungen gelten fiir die Komponenten A; nom des Vektorpoten-
zials; dabei muss (17.10) erfiillt sein. Die Losungen @pop, und Apon, stellen Wellen
dar, die in Kapitel 20 ndher untersucht werden.

Retardierte Potenziale

Fiir die allgemeine Losung (17.13) bendtigen wir noch eine partikulidre Losung, also
eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (17.11). Die partikuldren Losun-
gen fiir @ und A, die wir im Folgenden ableiten, heilen ,retardierte Potenziale*.
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Wir fiihren eine Fouriertransformation der Zeitabhiingigkeit von @ (r, ) und
p(r,t) durch:

d(r,t) = \/%_n /::dw D, (r) exp(—iwt) (17.24)
o(r,t) = \/%_n ‘/_Ooda)gw(r) exp(—iwt) (17.25)

Das Vorzeichen in der Exponentialfunktion ist Konvention; in der Riicktransforma-
tion tritt das jeweils andere Vorzeichen auf.

Die transformierten Groen @, (r) und g,,(r) sind Funktionen von r und w. Wir
setzen (17.24) und (17.25) in die Wellengleichung (17.11) ein:

00 w2 oo
/ dw (A +— ) @, (r) exp(—iwt) = —411/ dw 0,(r) exp(—iwt)
_ c _
- > (17.26)
Die Funktionen exp(—iwt) sind fiir verschiedene w voneinander unabhéngig. Da-
her muss

2
(A + w—z) B (r) = — 470, () (17.27)
c
gelten. Wir schreiben (3.37) mit k = w/c an:

2 +i -
<A+w ) exp( |”"|r /Ir VD _ _gmsr — 1) (17.28)
r —r

2

Hiermit iiberpriift man leicht, dass

Po(r) = f B gy SREIlr — /o)

(17.29)
lr —r'|

Losung von (17.27) ist. Wie in (17.28) konnten wir in der Exponentialfunktion auch
ein Minus- statt des Pluszeichens verwenden; dies fiihrt zu einer anderen Losung,
die unten diskutiert wird. Wir setzen (17.29) in (17.24) ein:

D(r,t) = L/d%//oodw 00 () exp[ —iw (t —|r —r'|/c) |
T U o r = TP e
=r
/’ t/
_ /d3r’ olr, 1) (17.30)
r=r

Fiir eine statische Ladungsverteilung o(r, t) = o(r) reduziert sich dies auf das aus
der Elektrostatik bekannte Integral (6.3). Bei zeitabhédngigen Phdnomenen geniigt
es aber nicht, in (6.3) die Zeit ¢ als zusitzliches Argument einzufiigen. Vielmehr ist
in der Ladungsverteilung das friihere Zeitargument

r—r|

=t—-08t=t— (17.31)

c
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einzusetzen. Dies hat folgende physikalische Bedeutung: Wenn sich die Ladungs-
verteilung zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ dndert, dann pflanzt sich die dadurch
verursachte Anderung des elektromagnetischen Felds mit der Lichtgeschwindigkeit
¢ fort. In der Entfernung |r — r’| dndert sich das Feld daher erst zur spdteren Zeit
t =t + 8t. Wegen dieser verspiteten Anderung heifit die Potenziallosung (17.30)
auch retardiert; wir markieren dies im Folgenden mit einem Index ,,ret*:

/’ r — _ !
Pret(r, 1) = /d3r/ o r—ri/) (17.32)
r =7
Die analoge Losung fiir das Vektorpotenzial ist
1 . /, t— _ !
Api(r, 1) = - /cﬁr’ ot =l —rlje) (17.33)
c lr — 1’|

Damit haben wir partikuldre Losungen der Differenzialgleichungen (17.11) und
(17.12) gefunden:
gzjpart = Dy, Apart = Aret (17.34)

In (17.29) hitten wir in der Exponentialfunktion auch das andere Vorzeichen wihlen
konnen; wegen (17.28) wire auch dies Losung von (17.27). Das andere Vorzeichen
fiihrt zur avancierten Losung

(r',t+1r—r'l/o)
qbav(r,t):/cﬁr’ o p— / (17.35)

und zu einem analogen Ausdruck fiir A,y. Jede Linearkombination
®part =a ®ret + (1 - a) ®av (]736)

ist ebenfalls eine partikuldre Losung und ergibt zusammen mit der homogenen L6-
sung die allgemeine Losung.

Zur Diskussion der physikalischen Bedeutung der retardierten und avancierten
Losung betrachten wir die Dipolantenne eines UKW-Senders. Die Abstrahlung der
Antenne (bei ) kommt nach der Zeit §t = |r — r’|/c beim Radiohorer (mit einer
Empfangsantenne bei r) an. Die abgestrahlte Welle wird gerade durch das retardier-
te Potenzial der oszillierenden Ladungsverteilung der Sendeantenne beschrieben.
Die avancierte Losung ist dagegen aus Kausalititsgriinden auszuschliefen; denn in
der avancierten Losung wiirde die Wirkung (Empfang beim Radiohdrer) vor der
Ursache (Aussenden der Radiowelle) liegen.

In der Empfangsantenne des UKW-Horers wird (durch die vom Sender aus-
gesandte Welle) eine oszillierende Ladungsverteilung induziert. Bezogen auf diese
oszillierende Ladungsverteilung sind die zu empfangenden UKW-Wellen avancier-
te Wellen: Einer eventuellen Modulation der Welle beim Sender entspricht ja eine
Modulation der Ladungsverteilung zu einer um 8¢ spiteren Zeit; die Anderung der
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Ladungsverteilung erfolgt also nach der Anderung des zugehdrigen Felds. In die-
sem Fall erfiillt gerade die avancierte Losung die Kausalititsforderung.

Im Prinzip sind alle oszillierenden Ladungsverteilungen formal als Quellterme
in den Maxwellgleichungen zu beriicksichtigen. Fiir die Quellen (Sender) sind dann
die retardierten, fiir die Senken (Empfinger) die avancierten Potenziale anzusetzen.
Im Folgenden, insbesondere in den Kapiteln 23 und 24, werden wir uns auf den
einfachen Fall einer abstrahlenden Quellverteilung und damit auf die retardierten
Losungen beschrinken.

Wenn man nur den Abstrahlungsvorgang betrachtet, dann ist @ die richtige
Losung. Nun kann man jede Losung in Form der allgemeinen Losung @ajigemein =
Ppart + Phom schreiben. Da @pye nur irgendeine partikulire Losung sein muss,
konnte man hier auch die ,falsche® Losung @pa¢ = P,y withlen. Die Versuchs-
oder Randbedingungen wiirden dann aber @oy = Pret — P,y erzwingen, so dass
sich @y als tatsidchliche Losung ergibt.

Aufgaben
17.1 Fouriertransformation der Wellengleichung

Losen Sie die homogene Wellengleichung

AL PN een—o0
[ r =
c? 9t? ’

durch eine Fouriertransformation in den Variablen x, y, z und 7.

17.2 Losung der eindimensionalen Wellengleichung

Zeigen Sie, dass die homogene Losung

o]

dk a(k) exp (i(kx — wi)), (0 = clk|) (17.37)

P (x,t) =Re /

der eindimensionalen Wellengleichung (92 — 9,>/c*) @ = 0 von folgender Form
ist:

Prom(x, 1) = f(x —ct) + g(x +ct) (17.38)

Dabei ist a(k) eine komplexe Funktion, f und g sind beliebige, reelle Funktio-
nen. Uberpriifen Sie auch durch direktes Einsetzen in die Wellengleichung, dass
(17.38) eine homogene Losung ist. Welche Zeitabhéngigkeit hat eine solche Welle
fiir f(x) = foexp(—yx%) und g =0?



18 Kovarianz

Die Maxwellgleichungen gelten in allen Inertialsystemen. Formal bedeutet dies,
dass sich ihre Form unter Lorentztransformationen nicht dndert; sie sind forminva-
riant oder kovariant. Dies wird durch eine kovariante Schreibweise zum Ausdruck
gebracht. Dabei wird angegeben, wie sich Ladung, Strome und Felder transformie-
ren. Dies ist die Grundlage fiir die Berechnung der Felder bewegter Ladungen und
fiir den Dopplereffekt (Kapitel 22 und 23).

Unter dem Relativitdtsprinzip versteht man die Aussage, dass alle Inertialsysteme
(IS) gleichwertig sind. Gleichwertig bedeutet, dass die grundlegenden Gesetze in
allen IS die gleiche Form haben. Das Relativitétsprinzip wurde urspriinglich von
Galilei aufgestellt. Bis zum Beginn dieses Jahrhunderts wurden die Newtonschen
Axiome als relativistische Gesetze betrachtet. Die (angenommene) Giiltigkeit der
Newtonschen Axiome in allen IS fiihrt zur Galileitransformation fiir den Ubergang
zwischen verschiedenen IS (Kapitel 5 in [1]).

Die Galileitransformation impliziert, dass sich Licht in verschiedenen IS unter-
schiedlich schnell bewegt. Wenn sich Licht (oder irgendetwas anderes) in IS’ mit
der Geschwindigkeit ¢ fortpflanzt, dann ergibt sich aus der Galileitransformation

a’x’:C x=x'+vi, t=1 d_x:c+v (18.1)

W Galileitransformation dt

Licht wiirde sich also in IS mit der Geschwindigkeit ¢ + v # ¢ fortpflanzen.
Die Maxwellgleichungen haben Wellenlosungen, die sich mit ¢ fortpflanzen. Nach
dem Relativititsprinzip von Galilei wiren die Maxwellgleichungen dann nichtrela-
tivistische Gesetze, die nur in einem bestimmten IS giiltig sind. Maxwell selbst hatte
diese Vorstellung. Das bestimmte IS sollte dasjenige sein, in dem das lichttragende
Medium (Ather) ruht. Diese Vorstellung ist naheliegend, wenn man Lichtwellen mit
anderen Wellen vergleicht. So misst man die Schallgeschwindigkeit in dem IS, in
dem das schalltragende Medium (etwa Luft) ruht.

Experimentell stellte sich jedoch heraus (Michelson-Versuch), dass Licht sich in
jedem IS mit der gleichen Geschwindigkeit fortpflanzt. Dies wird zu der Aussage
verallgemeinert, dass die Maxwellgleichungen relativistisch sind, also

Maxwellgleichungen gelten in jedem IS (18.2)

Die Formulierung ,,alle IS sind gleichwertig* des Relativititsprinzips bleibt gleich.
Seine Bedeutung dndert sich aber, da jetzt die Maxwellgleichungen und nicht mehr
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die Newtonschen Axiome als grundlegende, also relativistische Gesetze aufgefasst
werden. Das neue Einsteinsche Relativitdtsprinzip bedingt eine andere Transforma-
tion zwischen den IS. Es geht von der Invarianz von ¢2dt*> — dr? aus, aus der die
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit unmittelbar folgt:
dx’ 2002 g2 _ 242 5.2 dx
—¢c codt dx codt” —dx — ¢ (18.3)

dt’ Lorentztransformation dt -

Die linearen Transformationen, die ¢2dt? — dr? invariant lassen, sind die Lorentz-
transformationen (LT). Das Relativititsprinzip von Einstein ist die physikalische
Grundlage der Speziellen Relativitétstheorie.

Die hier nur skizzierten Grundlagen der Speziellen Relativititstheorie werden
in dem Umfang vorausgesetzt, in dem sie iiblicherweise in der Mechanik behandelt
werden (etwa in Teil IX von [1]). Zur Festlegung der Notation wurden die formalen
Grundlagen, insbesondere der Umgang mit Lorentztensoren, in Kapitel 4 zusam-
mengefasst.

Lorentzinvarianz der Ladung

Wir zeigen zunéchst, dass (18.2) die Lorentzinvarianz der Ladung impliziert. Der
experimentelle Nachweis, dass die Ladung von der Geschwindigkeit unabhingig
ist, stellt dann eine weitere Verifikation der Aussage (18.2) dar.

Aus den Maxwellgleichungen (16.5) folgt die Kontinuitétsgleichung (16.6):

do(r,t)

Y +divj@r,t)=0 (18.4)

Wir fassen die Zeit- und Ortskoordinaten zu Lorentz- oder 4-Vektoren zusammen:
0
(xa) = (ct,x,y,2) = (ct,r), (3a) = (E))c“) (18.5)

Die zugehorigen kontra- und kovarianten Komponenten (Kapitel 4) sind

Wir fiihren nun folgende, vierfach indizierte Grofle ein:
(J%) = (co. jx. Jys J2) (18.7)

Dies ist zunichst eine Definition und (noch) keine Aussage iiber das Transforma-
tionsverhalten dieser Grofle. Damit l4dsst sich (18.4) in der Form

9y j%(x) =0 (18.8)

schreiben. Es sei daran erinnert (Kapitel 4), dass iiber zwei gleiche Indizes, von
denen einer oben und einer unten steht, summiert wird. Im Argument steht x fiir
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1 x2, x3. Mit (18.2) gilt auch (18.8) in allen Inertialsystemen,

t, r oder fiir x°, x
also

3, j' (") =0 (18.9)

Die gestrichenen Groflen beziehen sich auf ein beliebiges, relativ zu IS bewegtes
IS". Aus (18.9) und (18.8) folgt, dass 9, j ein Lorentzskalar ist. Da 9, ein 4-Vektor
ist, gilt fiir die Viererstromdichte j*:

j%(x) istein 4-Vektorfeld, also j'*(x") = A P (18.10)

Zur Diskussion dieser Transformation von j* betrachten wir den Fall, dass es in IS
nur eine Ladungsdichte o gibt, also (j*) = (co, 0). In einem relativ mit v bewegten
IS’ ist die Viererstromdichte dann

(/%) = A(®) (co.0) = y (co, —ov) = (c@’, —0v) (18.11)

wobei y = 1/4/1 — v2/c2. Fiir die Ladungsdichte, also die Ladung pro Volumen,

gilt daher

,_dq" _ dq
Tav VT ay

Das betrachtete Volumenelement erleidet bei der Transformation in der Richtung

von v eine Lingenkontraktion, also

dv
dV' =dV \J1—v2/c? = — (18.13)
y

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt

4 (18.12)

dg =dq’ (18.14)

Da dies fiir jedes Ladungselement gilt, ist die Ladung ¢ ein Lorentzskalar:
1
qg=- / d*r j(x) = Lorentzskalar (18.15)
c

In Aufgabe 18.5 wird dieses Ergebnis formaler abgeleitet.

Die Lorentzinvarianz der Ladung bedeutet physikalisch, dass die Ladung eines
Teilchens unabhingig von seiner Bewegung ist: Ein geladenes Teilchen, das sich
mit v bewegt, ruht (zumindest momentan) in einem IS’, das sich mit v relativ zu
IS bewegt. Nach (18.15) ist die Ladung ¢g des bewegten Teilchens immer gleich der
Ruhladung ¢’. Die GroRe der Ladung eines Teilchens ist also unabhingig von seiner
Geschwindigkeit.

Experimentell wird die Unabhingigkeit der Ladung von der Geschwindigkeit
durch die Neutralitit des Wasserstoffatoms verifiziert. Ein Proton und ein Elektron
haben die Gesamtladung null, und zwar unabhingig davon, ob die Teilchen ruhen
oder nicht. Dies gilt zum Beispiel nicht fiir die Masse; die Ruhmasse des Wasser-
stoffatoms ist nicht die Summe der Ruhmassen von Proton und Elektron.
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Die Neutralitdt des Wasserstoffatoms wird mit hoher Genauigkeit nachgewie-
sen. Gibe es etwa Anderungen der Ladung von der GroBe O(v?/c?), so hiitte ein
Wasserstoffatom wegen ve ~ ¢/100 eine Ladung |g| ~ 10~* . Ein Mol Wasser-
stoff hitte dann die (riesige) Ladung Q ~ 6 - 10" ¢ ~ 10 C. Die Lorentzinvarianz
der Ladung ist eine Konsequenz aus (18.2). Ihre experimentelle Bestitigung ist da-
her eine Verifikation von (18.2).

Aus der Kontinuitétsgleichung (18.8) folgt die Konstanz der Ladung in folgen-
dem, doppeltem Sinn: Zum einen héngt die Ladung eines abgeschlossenen Systems
nicht von der Zeit ab, siehe (13.10) — (13.12). Zum anderen héngt die Ladung nicht
von ihrem Bewegungszustand ab (18.14); dies folgt aus der Kovarianz von (18.8).

Kovariante Maxwellgleichungen

Wir stellen nun die kovariante Form der Maxwellgleichungen auf, und zwar zu-
nichst fiir die Potenziale. Dazu gehen wir von (17.10)—(17.12) aus:

(A 132)4; H = —4 ¢ 18.16

-5, (r,t) = —4mo(r,t) (18.16)
AL PN uon = _F 0 18.17
< _C_2F> (r,1) = _TJ("’) (18.17)

10d(r,1)

-—— 2 4+ V- Ar,t) = 0 (18.18)

c ot

Wir fiihren folgende, vierfach indizierte Grofe ein:
(A%) = (@, A Ay, A;) (18.19)

Dies ist zunidchst eine Definition und (noch) keine Aussage iiber das Transformati-
onsverhalten dieser Groen. Damit lassen sich die Gleichungen (18.16) und (18.17)
in der Form

4n . Kovariante Maxwellgleichungen
a _ " o
DA™ = Py ) fiir die Potenziale (18.20)
zusammenfassen, wobei der d’ Alembert-Operator verwendet wurde,
O=3 aﬂ—l ” A (18.21)
— T T 22 ‘

Die Maxwellgleichungen (18.20) gelten in allen IS. Mit j* muss daher auch die
linke Seite ein Lorentzvektor sein. Da der d’ Alembert-Operator ein Lorentzskalar
ist, folgt fiir das Viererpotenzial A*

A%(x) ist ein 4-Vektorfeld (18.22)
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Damit ist 9y A® ein Lorentzskalar, und die Lorenzeichung

9, A%x) =0 Lorenzeichung (18.23)

gilt ebenfalls in jedem IS.

Die Maxwellgleichungen (18.20) mit (18.23) und die Kontinuititsgleichung
(18.8) sind kovariante Gleichungen, das heif3t sie sind forminvariant unter Lorentz-
transformationen. Es sei daran erinnert, dass ,,kovariant” noch die zweite Bedeutung
,untenstehend® fiir Tensorindizes hat (im Gegensatz zu kontravariant fiir ,,oben-
stehend).

Wir wollen nun noch die kovariante Form der Maxwellgleichungen fiir die di-
rekt messbaren Felder E und B aufstellen. Die Verbindung dieser Felder mit den
Potenzialen ist in (17.3) und (17.5) gegeben:

1 9A
E=-Vo— - — B=VxA (18.24)
c 0t
Durch
FP = 32AP — 9P A®  (Feldstirketensor) (18.25)

definieren wir den antisymmetrischen Feldstirketensor F*F. Aus dieser Definition
folgt sofort, dass F @B invariant unter der Transformation

A* — A* —-03%A (Eichtransformation) (18.26)

ist. Diese ist die aus (17.8) und (17.9) bekannte Eichtransformation. Aus (18.24)
und (18.25) folgen die Komponenten des Feldstéirketensors:

0 —E, —E, —E,
E. 0 —-B, B

af) —
(F ) = g B. 0 —B, (18.27)
E, —-By, B, 0
Dabei sind die Vorzeichen zu beachten: ' = 9/dx; = —9/dx' = —V - e;.

Beim Ubergang zum kovarianten Feldstirketensor Fup bleiben die 00- und ij-
Komponenten gleich, wihrend die 0i- und i0-Komponenten ein Minuszeichen er-
halten:

(4.15)

0
(Fop) =" (naymps F7*) = | 3" (18.28)

Aus der Definition (18.25) folgt, dass F' @B ein Lorentztensor zweiter Stufe ist. Aus
dem bekannten Transformationsverhalten dieses Tensors ldsst sich dasjenige von E
und B ablesen. In Kapitel 22 wird dies explizit ausgewertet.
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In (18.20) fiigen wir den Term 94 3AP = 3% 35 AP = 0 hinzu,

4
o5 (9847 — 92 4P) = 7” j° (18.29)

Dies sind die vier inhomogenen Maxwellgleichungen fiir F*#:

47 a=0: divE =4mp
3 FPY(x) = — j%(x) , (18.30)
¢ o=i: rotB—E/c=4mj/c

Mit Hilfe des total antisymmetrischen Pseudotensors £?P3Y aus (4.24) definieren
wir den dualen Feldstiarketensor

0 —B, —-B, —B.
~ 1 B 0 E, —F
aB) _ - (.aByd — X z y
(Fe) =3 (77 Fy) B _E. 0 E (18.31)

B, E, —E, 0

Der duale Feldstirketensor ist ein antisymmetrischer Lorentzpseudotensor 2. Stufe.
Die homogenen Maxwellgleichungen lassen sich mit dem dualen Feldstirketensor
ausdriicken:

a=0: divB=0

9 FPY =0 , (18.32)
oa=1i: rotE+ B/c=0

Damit lauten die Maxwellgleichungen fiir die physikalischen Felder F®#:

Kovariante

4n ~
o _ T ja Ba _
O FT = c ! pFT =0 Maxwellgleichungen

(18.33)

Diese Form hat gegeniiber (16.5) folgende Vorteile:
1. Die Gleichungen sind von einfacherer Struktur.

2. Die Struktur der Gleichungen spiegelt die Kovarianz gegeniiber LT wider.
Diese Kovarianz gilt natiirlich auch fiir (16.5), sie ist dort aber nicht offen-
sichtlich.

Verglichen mit (18.33) hat die Formulierung (18.20) und (18.23) den Vorteil noch
groflerer Einfachheit; denn dort treten nur vier Felder auf und die Feldgleichun-
gen sind entkoppelt. Andererseits haben (18.20) und (18.23) den Nachteil, dass die
Potenziale A“ keine unmittelbaren Messgrofien sind.

Die Gleichungen (18.33) wiren symmetrischer, wenn die homogenen Gleichun-
gen durch dg FPe =45 Jmagn /€ ersetzt wiirden. Dies wiirde bedeuten, dass es ma-
gnetische Quellen gibt, also insbesondere magnetische Monopole. Im Anschluss an
(14.8) wurde auf die bisher erfolglose Suche nach magnetischen Monopolen hinge-
wiesen.
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Relativistische Verallgemeinerung der Elektrostatik

Angesichts der Kovarianz der Maxwellgleichungen kann man die Frage stellen, in-
wieweit sich die Maxwellgleichungen zwangsliufig als relativistische Verallgemei-
nerung der Elektrostatik ergeben. Geniigen das Coulombgesetz und das Einstein-
sche Relativititsprinzip, um die Maxwellgleichungen festzulegen?

Um die Feldgleichung der Elektrostatik

A®(r) = —4mo(r) (18.34)

relativistisch zu verallgemeinern, kann man wie folgt vorgehen. Zunichst wird das
Argument r durch r, ¢ ersetzt. Dies allein ergéibe allerdings ein Fernwirkungsgesetz,
denn die Anderung von o an einer Stelle wiirde die gleichzeitige Anderung von @
an einer anderen Stelle bedingen. Nach der Speziellen Relativititstheorie konnen
sich Wirkungen aber maximal mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen. Dies erreicht
man durch die Ersetzung

A — —0O (18.35)

in (18.34). Danach ist die addquate partikuldre Losung durch das retardierte Poten-
zial @ gegeben; die Forderung, dass sich die Auswirkungen einer Anderung von
o mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen, ist damit erfiillt. Formal kann die Erset-
zung (18.35) dadurch begriindet werden, dass in der kovarianten Verallgemeinerung
anstelle des 3-Skalars A = —9; 3’ der zugehdrige 4-Skalar [ = 9, 8% zu treten hat.

Wenn man relativ zueinander bewegte IS betrachtet, fiihrt eine Ladungsdichte
zwangslaufig auch zu einer Stromdichte. Daher ist die Ladungsdichte durch die 4-
Stromdichte zu ersetzen:

o — (j%) =(co J) (18.36)

Dementsprechend muss dann @ auf der linken Seite von (18.34) durch ein 4-Vektor-
feld, eben durch (A%) = (&, A), ersetzt werden. Damit erhilt man (18.20) als
Verallgemeinerung von (18.34).

In diesem Sinn kann die Maxwelltheorie als relativistische Verallgemeinerung
der Elektrostatik angesehen werden. Die Maxwellsche Theorie folgt aber nicht
zwangsldufig aus dem Coulombgesetz und der Kovarianzforderung. Dies sieht man
an folgendem Gegenbeispiel. Die Gravitationskraft hat dieselbe Form wie die Cou-
lombkraft (5.1). Daher ist die Feldgleichung der Newtonschen Gravitationstheorie

A® gy (r) = 470G o (r) (18.37)

mathematisch dquivalent zu (18.34). Hierbei ist o, die Massendichte, G die
Gravitationskonstante und ®g,y das Gravitationspotenzial. Das Potenzial @gy,y ist
tiber die Kraft F = —m grad @,y auf eine Masse m definiert. Die relativistische
Verallgemeinerung von (18.37) fiihrt nicht zu den Maxwellgleichungen, sondern
zu den Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation. Die gemeinsame Struktur
von (18.34) und (18.37) bedingt aber eine Reihe von Ahnlichkeiten zwischen dem
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Elektromagnetismus und der Gravitation. So gibt es zum Beispiel gravitomagneti-
sche Effekte und Gravitationswellen.

Elektrostatik und Newtonsche Gravitationstheorie sind mathematisch dquiva-
lent. Die relativistischen Verallgemeinerungen fiihren aber zu verschiedenen Theo-
rien. Daher konnen die Maxwellgleichungen nicht allein aus der Elektrostatik und
der Kovarianzforderung folgen; es miissen andere Aussagen hinzukommen. Dies
sind insbesondere das Transformationsverhalten der Quellterme und eine Einfach-
heitsforderung, wie im Folgenden kurz erldutert wird.

Zunichst ist bei der Verallgemeinerung wesentlich, dass die Ladung ein Lo-
rentzskalar ist (nur dann ist j¢ ein 4-Vektor). Im Fall der Gravitation ist dagegen
die Masse oder Energie (als Quelle des Felds) kein Lorentzskalar, sondern die 0-
Komponente eines Lorentzvektors (des 4-Impulses). AuBBerdem beschrinken wir
uns auf eine lineare (und damit besonders einfache) Theorie. Ob dies zu einer giil-
tigen Theorie fiihrt, kann nur durch Experimente entschieden werden. Nichtlineare
Terme bedeuten, dass das Feld selbst Quelle des Felds ist. Dies ist bei der Gra-
vitation der Fall, aber auch in der Quantenchromodynamik (Theorie der starken
Wechselwirkung). Dagegen ist das elektromagnetische Feld nicht selbst Quelle des
Felds; die Photonen (die Quanten des Felds) haben keine Ladung. Die Linearitit
von (18.34) gilt exakt, wihrend (18.37) nur eine lineare Niherung ist. Ein anderer
Punkt, der nicht durch die formale Prozedur der relativistischen Verallgemeinerung
zu entscheiden ist, ist die mogliche Existenz magnetischer Ladungen.

Lorentzkraft

Wir ergéinzen die kovarianten Feldgleichungen durch die kovarianten Bewegungs-
gleichungen. Auf eine Punktladung wirkt die Lorentzkraft

FL=gq (E +2x B) (18.38)
C

Da wir diese Kraft im Rahmen der Elektrostatik und Magnetostatik eingefiihrt ha-
ben, ist nicht von vornherein klar, ob sie auch relativistisch (in jeder Ordnung von
v/c) richtig ist. Wir setzen daher zunichst nur voraus, dass (18.38) im Newton-
schen Grenzfall v/c — 0 gilt. Im Grenzfall v/c — 0 gilt auBerdem das zweite
Newtonsche Axiom:
dv’ , e

m i =qE (relativistisch richtig in IS") (18.39)
Dabei ist IS’ das Inertialsystem, in dem das Teilchen zum betrachteten Zeitpunkt
die Geschwindigkeit v" = 0 hat. Durch eine Lorentztransformation konnten wir aus
(18.39) die relativistisch giiltige Bewegungsgleichung in dem IS erhalten, in dem
das betrachtete Teilchen die Geschwindigkeit v hat. Es ist aber einfacher, von der
kovarianten Form der relativistischen Bewegungsgleichung

du®

m L
dt

= f (18.40)
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auszugehen. Diese Bewegungsgleichung ist aus der Mechanik (Teil IX von [1])
bekannt. Die Ruhmasse m und die Eigenzeit

U2
dr =dt\[1- = (18.41)
C

sind Lorentzskalare. Die 4-Geschwindigkeit

(u“)—<dxa)— ¢ v =y (c, v) (18.42)
S \dr )\ 1=t 1 =022 e .

ist ein Lorentzvektor. Damit ist die Minkowskikraft f* auf der rechten Seite von
(18.40) ebenfalls ein Lorentzvektor.

Wir suchen die Minkowskikraft f*, die das elektromagnetische Feld auf ein
geladenes Teilchen ausiibt. Wegen (18.38) erwarten wir, dass ¢ linear in der Feld-
stirke F*P, linear in der Geschwindigkeit #® und proportional zur Ladung g ist.
Der einfachste Ansatz ergibt die Bewegungsgleichungen

du® i
m _ 91 pos up Kovariante

dr c Bewegungsgleichungen

(18.43)

Mit folgender Argumentation sieht man, dass dies die richtige Gleichung ist:

1. Die Gleichung (18.43) ist kovariant. Wenn sie in einem IS richtig ist, so gilt
sie in jedem anderen IS’. Es geniigt also, ihre Giiltigkeit in einem speziellen
IS’ zu zeigen.

2. Als spezielles Inertialsystem wihlen wir das momentan mitbewegte IS'. In
IS’ gilt v/ = 0, dt = dt’ und damit

du’® —(0 v (in 1) (18.44)
( dt )‘ ’ dﬂ) " '

Wegen (u),) = (c, 0) in IS” wird die rechte Seite von (18.43) zu

L(Fetuy) =L (F0c) = (0, qE')  (inS) (18.45)
C C

Die letzten beiden Gleichungen zeigen, dass (18.43) in IS’ zu (18.39) wird,
also giiltig ist.

Wir driicken die relativistische Bewegungsgleichung (18.43) mit Hilfe der Ge-
schwindigkeit v und der Felder E und B aus: Fiir « = 0 und o = i ergibt dies:

d 2
& M _ L E-v (18.46)

dt /1 —v?/c? —1
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d muv
R S —
dt /1 —v2/c?

Die Argumente der Felder sind r und ¢. Dabei ist fiir » der Ort r(¢) des Teilchens
einzusetzen und v(t) = dr/dt ist die Geschwindigkeit des Teilchens. Die Glei-
chungen (18.46, 18.47) verhalten sich zu (18.43) so, wie (16.5) zu (18.33).

Fiir v/c <« 1 erhalten wir aus (18.47) die Ndherung

(E + ; x B) (18.47)

2
mﬁ=q<E+ExB)+O(U—) (18.48)
dt c c?

Nach (18.47) ist die Lorentzkraft (18.38) die relativistisch richtige Kraft. Nach
(18.48) kann sie aber auch in der nichtrelativistischen Mechanik verwendet wer-
den. (Die Newtonsche Kraft im engeren Sinn ist die Kraft auf der rechten Seite
von (18.39). Diese Kraft unterscheidet sich von der Lorentzkraft durch Terme der

Ordnung v?/c?.)

Relativistische Energie

Zur Diskussion von (18.46) nehmen wir an, dass das Teilchen sich in einem elektro-
statischen Feld E = —grad @ (r) bewegt. Mit d® (r(t))/dt = grad @ - dr/dt =
—v - E wird (18.46) zu

T yowan) =0 (18.49)
- q r = .
dt \ /1 —v(t)?/c?
Hieraus folgt y mc? 4+ g @ = const. oder ausfiihrlicher
mer + mi(y—1) + qd(r) = const. (18.50)
—— —_— ———
Ruhenergie Kinetische Energie Potenzielle Energie

Damit haben wir eine Erhaltungsgrdfle aus den Bewegungsgleichungen abgeleitet.
Aus der bekannten Bedeutung von g @ (potenzielle Energie) folgt, dass es sich um
die Energie des Teilchens im Potenzial handelt. Die Energie des Teilchens ist er-
halten, weil es sich in einem zeitunabhingigen Potenzial bewegt. Die ersten beiden
Terme in (18.50) werden zusammen auch als relativistische Energie oder Energie
des freien Teilchens bezeichnet:

m02

E = ————— = relativistische Energie (18.51)

V1 —v2/c?

Damit ist £/c gleich der 0-Komponente des 4-Impulses p® = mu®.

Die kinetische Energie Exi, = E(v) — E(0) = mc? (y — 1) ist die Energie,
die notig ist, um das ruhende Teilchen auf die Geschwindigkeit v zu bringen. Der
Term E(0) = mc? ist die Ruhenergie des Teilchens. Die tiefere Bedeutung dieser
Beziehung wird als Aquivalenz von Masse und Energie bezeichnet (Teil IX in [1]).
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Energie-Impuls-Tensor

In diesem Abschnitt wird ein Lorentztensor 2. Stufe eingefiihrt, der die Energie- und
Impulsdichte des elektromagnetischen Felds enthilt, und mit dem die Erhaltungs-
sitze kovariant formuliert werden konnen',

In Kapitel 16 hatten wir die Energie- und Impulsdichte des elektromagnetischen

Felds eingefiihrt

S 1
(E*+B*), gm=—=-—ExB (18.52)

Wem =
2 4mc

|
In der Impulserhaltungsgleichung tauchte auch noch der Maxwellsche Spannungs-

tensor T auf. In kovarianter Form werden diese GroBen als Energie-Impuls-Tensor
T°# zusammengefasst

1 1
T = — (F“V P naﬂFV(SFW) (18.53)

Diese Grofe ist ein symmetrischer (T*F = TP%) Lorentztensor. Mit (18.52) und
(16.30) wird 7% zu

T =(T% :< Wem cgem) (18.54)
( ) C8em _Tik

Wir berechnen die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors:

1 1
BT = [(a“Fay) FY 4 Foy (3 %) + 3 F, aﬂF“V]

I I
= =~ Y jy 4+ = Fuy (0F7 +0°F7P 0P F*)  (18.55)
C T

Die obere und untere Stellung von zwei gleichen Indizes kann vertauscht werden.
Fiir den ersten Term in der oberen Zeile wurde die inhomogene Maxwellgleichung
verwendet. Der zweite Term wurde bei halbiertem Vorfaktor zweimal angeschrie-
ben. Im dritten Term wurde ein Index umbenannt.

Zur weiteren Umformung benutzen wir die homogene Maxwellgleichung

aPFYS L 90 By 4 v OB — 0 (18.56)
Fiir drei verschiedene Indizes folgt diese Form aus &4, 5 9P FY3 = 0, (18.33) mit

(18.31). Falls zwei Indizes gleich sind, gilt (18.56) wegen F*¥ = —FA* Mit
(18.56) ergeben die letzten beiden Terme in (18.55) —d” FPB oder 97 FoP:

1 1 1
0 T == F jy + — Fuy (aF7 + aVF“ﬂ) = FMj, (857

IDieser Abschnitt kann iibersprungen werden.
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Der im letzten Schritt weggelassene Term ist antisymmetrisch in « und y und ver-
schwindet bei der Summation iiber diese Indizes. Das Ergebnis ist der differenzielle
Erhaltungssatz fiir die Energie und den Impuls, wie er aus Kapitel 16 bekannt ist:

! B j, {5:0: (16.21) (18.58)

T =——F
c B=i: (16.28)

Fiir die weitere Diskussion nehmen wir an, dass es keine geladenen Teilchen gibt,
mit denen das elektromagnetische Feld Energie oder Impuls austauschen kann; also
Jy = 0. Dann gilt 9, TP = 0. Hieraus folgt fiir ein abgeschlossenes System die
Erhaltung des 4-Impulses des Felds: Wir integrieren 3, T%* = 0 iiber ein Volumen,
das das System einschlief3t:

1 .
0= /d3r 3q TP = - 3,/d3r T% 4+ /d3r o TP (18.59)
v ¢ 1% 1%

Das letzte Integral wird mit dem Gaufischen Satz in ein Oberflichenintegral um-
gewandelt. Fiir das abgeschlossene System verschwinden die Felder an der Ober-
flache. (Sofern V der gesamte Raum ist, geniigt es, dass die Felder fiir r — oo
mindestens wie 1/r72 abfallen). Damit gilt

1 (ab eschlossenes
B _ _ 3 08 _ g
Pem = - /d r T°P = const. System, ja 0) (18.60)

Der Viererimpuls (Pg,) = (Eem/c, Pem) enthilt die Energie und den Impuls des
elektromagnetischen Felds. Im abgeschlossenen System ohne Ladungen sind dies
Erhaltungsgréfen.



Kapitel 18 Kovarianz 175

Aufgaben
18.1 Relativistische Bewegungsgleichungen

Zeigen Sie, dass die Gleichung (18.46) aus den Bewegungsgleichungen (18.47)
folgt.

18.2 Teilchen im konstanten elektrischen Feld

Ein Teilchen (Masse m, Ladung ¢) hat die Anfangsgeschwindigkeit vg ey. Es durch-
quert das homogene, konstante Feld E = FE e, eines Kondensators, das auf den
Bereich 0 < x < L beschrinkt ist. Integrieren Sie die relativistische Bewegungs-
gleichung und berechnen Sie den Ablenkwinkel « fiirden Fall g E L /(mc) < yg vo,
wobei 1/y; =1 —vi/c?.

18.3 Teilchen im konstanten magnetischen Feld

Ein Teilchen (Masse m, Ladung ¢) bewegt sich in einem konstanten, homogenen
Magnetfeld B = Be;. Losen Sie die kovarianten Bewegungsgleichungen mit den
Anfangsbedingungen

1

W= —r———=
V1=wvp?/c?

(u*(x =0)) = (ve. vov0.0,0),

18.4 Homogene Maxwellgleichungen

Zeigen Sie, dass die homogenen Maxwellgleichungen (18.32), dg FP* = 0 aus den
Definitionen F*f = g*f7? Fy,s/2 und FoP = 3% AP — 3P A% folgen.

18.5 Ladung als Lorentzskalar

Fiir den Lorentzvektor j%(x) gilt 9, j¢ = 0. Zeigen Sie, dass dann die GroBe
g=/ d3r jO/c ein Lorentzskalar ist. Uberzeugen Sie sich zuniichst davon, dass g
in der Form !
q= —/ dag j* (18.61)
C Jx0=const.
geschrieben werden kann. Dabei ist

1
a’aa = 6 Eafys daﬂy(S

ein Lorentzvektor und da®?? ein antisymmetrischer Tensor, der durch die Zuwei-
sungen

da®'? = a’xodxldxz, da'"? = —dxodxldxz, und so weiter

festgelegt wird. Damit stellen die daP?? dreidimensionale ,,Flichenelemente® des
vierdimensionalen Minkowskiraums dar.



19 Lagrangeformalismus

In der Mechanik steht der Lagrangeformalismus im Mittelpunkt. Dies ist insbeson-
dere deshalb so, weil die Aufstellung der Lagrangefunktion meist der einfachste
Weg zu den Bewegungsgleichungen ist. In der Elektrodynamik haben wir es immer
mit denselben Bewegungsgleichungen, den Maxwellgleichungen, zu tun, so dass
dieser Gesichtspunkt entfallt. Fiir allgemeine Untersuchungen ist eine Formulierung
als Variationsprinzip aber auch hier von Interesse. Dies gilt etwa fiir den Zusam-
menhang zwischen Symmetrien und Erhaltungsgrofen oder fiir den Vergleich mit
anderen Feldtheorien. Daher werden im Folgenden die Grundziige des Lagrange-
formalismus der Elektrodynamik in knapper Form vorgestellt',

Im Folgenden werden die Grundlagen der Variationsrechnung (Teil III von [1]) vor-
ausgesetzt. Dariiber hinaus sind Vorkenntnisse von Feldern in der Mechanik und
ihrer Behandlung im Lagrangeformalismus (etwa die kurze Einfiihrung in die Kon-
tinuumsmechanik in Teil VIII von [1]) von Vorteil.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel aus der Mechanik. Die Ruhelage ei-
ner Saite falle mit dem Intervall [0, /] auf der x-Achse zusammen. Die Auslenkung
der Saite in y-Richtung werde mit ¢ (x, t) bezeichnet. Dann ist

rg _Q7m 12 E 12
L¢.¢.d0.x.)= "¢ =S ¢7+¢f(x.1) 19.1)

die Lagrangedichte der Saite. Dabei ist ¢ = 9¢ /9t und ¢’ = d¢/dx. Die Saite
habe die Massendichte o, und sei mit der Kraft P eingespannt. Uber die duBere
Kraftdichte f(x, ¢) kann L explizit von x und 7 abhéngen. Der erste Term in (19.1)
ist die kinetische Energiedichte der Saitenbewegung, der zweite ist die potenzielle
Energiedichte aufgrund der Einspannung, der dritte ist die potenzielle Energiedichte
einer Auslenkung im duBeren Kraftfeld. Eine Ableitung der Lagrangedichte (19.1)
ist in Kapitel 30 von [1] zu finden.
Wir gehen vom Hamiltonschen Prinzip aus:

%) )
88 = 8/ dt/ dx L(¢', ¢, ¢, x,1) =0 (19.2)
1 0

! Dieses Kapitel ist als Ergiinzung zu verstehen und kann ohne Verlust der Kontinuitit iibersprun-
gen werden.
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Dabei wird ¢ (x, t) bei festgehaltenen Randwerten variiert. Aus §S = 0 folgt die
Bewegungsgleichung
P 1 3% fx,0)
ax2 2 912 P
Hier ist ¢ = /P /om die Geschwindigkeit der Saitenwellen.
Wir wollen nun fiir die Maxwellgleichungen ein analoges Variationsprinzip an-
geben:

(19.3)

1
58 = S/dt /d3r L(Felder) = — 8/d4x L(Felder) = 0 (19.4)
C

Der Lagrangeformalismus zeichnet sich dadurch aus, dass die Lagrangedichte oder
-funktion in vielen Fillen ein besonders einfacher Ausdruck der dynamischen Gro-
Ben (Bahnen g; () oder Feld ¢ (x, t)) ist. Von diesem Gesichtspunkt ausgehend be-
stimmen wir die Form der Lagrangedichte L = L(Feld) des elektromagnetischen
Felds.

Fiir eine relativistische Theorie sollte die Wirkung § = [ d*x L und damit L ein
Lorentzskalar sein. (Die schwichere Bedingung, dass §S ein Lorentzskalar ist, ge-
niigt auch.) In Analogie zu Lagrangefunktionen und -dichten der Mechanik, insbe-
sondere zu (19.1), erwarten wir, dass L quadratisch in den Ableitungen des Felds ist.
Im Fall der Elektrodynamik hiefe das quadratisch in 3# A% oder in der Feldstirke
FB_ Der einzige Lorentzskalar, den wir aus F' @B Fv8 pilden konnen, ist F*P Fup;
denn eine Kontraktion F, ergibt null, und eq4gy s F @B FY8 wire nur ein Pseudo-
skalar.

In (19.1) fiihrt die Kraftdichte f(x,t) zu Auslenkungen der Saite und ist da-
mit eine Quelle des Felds ¢ (x, t). In der Elektrodynamik sind die Stromdichten j¢
die Quellen des Felds. Der einfachste Skalar aus j, und dem Feld A, ist j, A“.
Die GroBie j, A® ist ebenso wie der letzte Term in (19.1) linear im Feld. Zur Be-
griindung dieses Terms kann man auch von der Energiedichte o @ = jy A°/c einer
Ladungsverteilung im elektrostatischen Feld ausgehen, (6.25). Die relativistische
Verallgemeinerung jo A — j, A liefert dann das gesuchte Resultat. Diese Uber-
legungen machen insgesamt den Ansatz

1 1
L(3°AP, AP x) = ~en F Fop — A% Ja () (19.5)

plausibel. Die im Argument von L angezeigte x-Abhéngigkeit bezieht sich auf die
durch die Quellen j,(x) vorgegebene Abhingigkeit von (¢, r) = 0, x1, x2, x3).
Eine multiplikative Konstante in L dndert (19.4) nicht. Das Verhiltnis der beiden
Konstanten in (19.5) ist so gewdhlt, dass (19.4) die inhomogenen Maxwellglei-
chungen ergibt. Als dynamische Variable werden dabei die Felder A% betrachtet;
die GroBen F*P sind in (19.5) als Abkiirzung fiir 9%AP — 9PAY zu verstehen. Die
homogenen Maxwellgleichungen folgen direkt aus F*# = 3“Af — §PA*,

Bei der folgenden Ableitung der Euler-Lagrange-Gleichungen betrachten wir
eine Variation §A?, die an den Riindern 7 = #;, t = > und x! = 400 verschwindet.
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Dann fallen bei partiellen Integrationen alle Randterme weg, und wir konnen 6.5
wie folgt umformen:

1

55 = —/d4x | L(0°(AP+54P), AP454%, x) = L(0°A%, AP, x) |
C

| oL 9L

- [a 3“(SAP) + — 5AP

c/ * [a(aaAﬂ) (OA%) + 54 }

1 oL 9L
— | d* | =8 sAP =0 19.6
c/ * [ (a(aaAﬂ>)+aAﬂ} (190

Da 83 fiir beliebige Variationen §A# verschwinden soll, folgt

=
=

0 aL aL

—_— = 19.7
dxy 0(0*AP) QAP ( )

In diese allgemeine Form der Euler-Lagrange-Gleichungen setzen wir (19.5) ein.
Bei der Auswertung ist zu beachten, dass eine Ableitung nach A# auch auf Ag
wirkt. Da in jedem Term Zaﬁ ...F%f die GroBe ¥ A® zweimal vorkommt, ergibt
die Ableitung von L nach 9*AP viermal —Fyp/(16 ). Insgesamt wird dann (19.7)

zu
47
0% Fop = — jg (19.8)
c

Kopplung zwischen Feld und Materie

Der Kopplungsterm j*A, in (19.5) beschreibt die Kopplung zwischen geladener
Materie (j“) und dem Feld (A,). Diese Kopplung bedeutet zum einen, dass La-
dungen die Quelle von Feldern sind; sie fiihrt daher zur rechten Seite von (19.8).
Zum anderen beschreibt der Kopplungsterm die Krifte, die Felder auf Ladungen
ausiiben. Dieser Zusammenhang wird im Folgenden diskutiert.

Die Kraft auf ein geladenes Teilchen steht auf der rechten Seite der Bewegungs-

gleichung (18.43), also
du® ¢
— =< 19.9
" dt c " ( )
Die zugehorige Lagrangefunktion ergibt sich aus derjenigen fiir ein freies Teilchen,

Lo = —mc uuy)'/? (Kapitel 40 in [1]) und einem Kopplungsterm:

L(uP (), xP(2)) = —mc \JuPug — % AY(xP (1)) ua (19.10)

Die dynamische GroBe ist hier die Bahn x“(t) des Teilchens. Aus der Bahn folgt
die Geschwindigkeit u* = dx“/dt und der Impuls p* = mu®. Das Feld A, (x)
wird in (19.10) als gegeben betrachtet. Im Hamiltonschen Prinzip

55:5/ de L(uP (), xP(1)) =0 (19.11)

1
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wird die Bahn x(7) bei festen Randwerten variiert. Daraus folgen die Bewegungs-
gleichungen

d oL oL

dt du*  9x“
Wenn man (19.10) einsetzt und u®uy = c2 beriicksichtigt, erhélt man (19.9). Man
beachte, dass u%u, = ¢ nicht in (19.10) eingesetzt werden darf; denn L ist keine
physikalische Groe mit bestimmten Werten, vielmehr kommt es auf die funktiona-
le Form von £ an. Ebensowenig darf zum Beispiel in der klassischen Mechanik der
Energie- oder Drehimpulssatz in £ eingesetzt werden.

Der Kopplungsterm in (19.10) ist dadurch begriindet, dass mit ihm (19.12) die
richtige Bewegungsgleichung (19.9) ergibt. Er sieht zundchst anders aus als der
Kopplungsterm in (19.5). Um beide Kopplungsterme zu vergleichen, schreiben wir
die 4-Stromdichte j*(x) fiir eine mit u*(t) bewegte Punktladung an:

(19.12)

j*=qcd(r—r@)u” % = qc/d‘t 8P (x — xP(1)) u*(v) (19.13)

Dabei wurde (j%) = o(c,v),0 = q é(r —r(1)), (c,v) = (dx“/dt) = ¢ (dx“/dxo)
und u* = dx®/dt verwendet. Fiir den letzten Schritt wurde fdr S(xY = x%)) =
1/]dx°/dr| (siehe (3.19)) eingesetzt. In der vierdimensionalen 8-Funktion steht x
fiir (x9, x!, x2, x3). Wir setzen nun (19.13) in den Kopplungsterm in (19.5) ein und

bestimmen dessen Beitrag zur Wirkung S = [ d*x L/c:

—Clz /d“x A%(x) o) TEY - % /dr AY(xP (1)) ug(t) (19.14)
Der Kopplungsterm in (19.10) ist also dquivalent zu dem in (19.5).

In den Maxwellgleichungen (19.8) betrachtet man die Quellverteilung j*(x)
als vorgegeben. In der Bewegungsgleichung (19.9) betrachtet man das Feld A, (x)
als vorgegeben. Im allgemeinen Fall stellen (19.8) und (19.9) jedoch gekoppelte
Gleichungen fiir die Felder und die Bahnen von Teilchen dar; dabei ist fiir jedes ge-
ladene Teilchen eine Gleichung der Form (19.9) anzusetzen. Die Lagrangefunktion
des Gesamtsystems ergibt sich dann aus dem Beitrag der freien Felder (erster Term
in (19.5)), dem Beitrag L der freien Teilchen (erster Term in (19.10)) und aus dem
gemeinsamen Kopplungsterm. Dabei ist von der Lagrangedichte L der Felder zur
Lagrangefunktion £ = f d’r L tiberzugehen. Die Variation von f dt (L + Ly) nach
Ay (x) und xq(7) ergibt dann die gekoppelten Gleichungen (19.8) und (19.9).

Anstelle von x*(7) kann auch r(¢) als dynamische Variable gewihlt werden;
denn wegen u®u, = ¢ sind nur drei der vier Funktionen x®(t) voneinander un-
abhingig. Die zugehorige Lagrangefunktion fiir die relativistische Bewegung eines
Teilchens im elektromagnetischen Feld lautet dann (Kapitel 40 in [1]):

2
L(r,v.t)=—mc*[1— ng) —q®(r.1)+ % v-A(r, t) (19.15)

Hierbei ist v(t) = dr/dt. Aus Sfdt L = 0 folgt (18.47).
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Aufgaben
19.1 Eichtransformation
Welchen Zusatzterm erhilt die Lagrangedichte

1 1
L=——F%F,g— - A%
16m T Jo
durch eine Eichtransformation A — A% — d*A? Zeigen Sie, dass sich dieser
Term als Divergenz 0% V,, schreiben lédsst. Welchen Beitrag liefert dieser Term dann
in der Wirkung?

19.2 Erhaltung des Viererimpulses

Die Lagrangedichte L(A%, 9%AP xV) = —F%P Fop/(16m) des freien elektro-
magnetischen Felds hangt nicht explizit von xV ab; eine solche Abhingigkeit ergiibe
sich nur fiir dulere Quellen j¥(x”) # 0. Formal wird diese zeitliche und raumli-
che Translationsinvarianz durch 9, L = 0 ausgedriickt. Zeigen Sie, dass hieraus der
Erhaltungssatz

1 1
90T =0 fir 7% = yo [F"‘V F,’+ 1 naﬁFV’SFya]

folgt. Die GroBe T ist der Energie-Impuls-Tensor. Aus 9, T% = 0 folgt die
Erhaltung des Viererimpulses fiir ein abgeschlossenes System.



V Maxwellgleichungen: Anwendungen

20 Ebene Wellen

Im Teil V werden die wichtigsten Anwendungen der Maxwellgleichungen behan-
delt. Dazu gehoren insbesondere elektromagnetische Wellen, die Felder bewegter
Ladungen und die Streuung von Licht an Elektronen.

In diesem Kapitel untersuchen wir die Eigenschaften einer ebenen und mono-
chromatischen Welle. Die Verbindung zu den Quanten des Felds, den Photonen,
wird diskutiert.

Im quellfreien Fall, j* = 0, lauten die Maxwellgleichungen (18.20, 18.23):
OAY = 0 (20.1)
9, A = 0 (20.2)
Die Felder F*# = 3*AP — 38 A% sind invariant gegeniiber der Eichtransformation
AY «—— AT =AY +03%A (20.3)

Daher war es moglich, die Bedingung (20.2) an die Potenziale zu stellen. Wir wie-
derholen den zugrundeliegenden Gedankengang. Angenommen, die Potenziale A**
erfiillen die Bedingung (20.2) nicht:

0y A = f(x) #0 (20.4)
Dann gehen wir gemif (20.3) zu anderen Potenzialen A* iiber. Fiir sie gilt
A= f(x)—0OA (20.5)
Wir wihlen nun A so, dass (20.2) erfiillt ist, also
OAx) = f(x) (20.6)
Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist von der Form (17.13):
A = Anom + Apart (20.7)
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Die Bedingung (20.2) kann durch eine partikuldre Losung Ay erfiillt werden.
Damit ist Apomy nicht festgelegt. Ohne die Bedingung (20.2) zu verletzen, konnen
die Potenziale daher durch die spezielle Eichtransformation

AY «— A =A%+ 9%A1om (20.8)

noch einmal geédndert werden. Fiir gegebenes A** = A;¢  wihlen wir Apom S0,
dass 0% Apom = @ Wegen

A% = A — 3% Aphom = (0, A) (20.9)
konnen wir dann neben (20.2) noch die zusétzliche Eichbedingung
A= =0 (Eichbedingung fiir j¢ = 0) (20.10)

stellen. Hieraus und aus (20.2) folgt divA = 0, also die Coulombeichung (auch
Strahlungseichung genannt). Insgesamt erhalten wir

22

2
(A Lo )A(r,t):O, divA(r,t) =0, &(r,t)=0 (20.11)

Damit sind nur zwei der vier Felder A% voneinander unabhingig. Dies entspricht
den beiden Polarisationsrichtungen der Welle.

Die allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung wurde in Kapitel 17
angegeben. Im Folgenden soll vor allem die ebene, monochromatische Welle unter-
sucht werden.

Ebenes Wellenpaket

Eine Welle heif3t eben, wenn sie nur in einer Richtung vom Ort abhédngt. Wir legen
die z-Achse des Koordinatensystems in diese Richtung:

A(r,t) = A(z, 1) (ebene Welle) (20.12)
Wegen (312 - 8t2/c2) f(z £ ct) = 0 sind die Felder
Ai(z,t) = fi(z—ct) + gi(z + ct) (20.13)

mit beliebigen Funktionen f; und g; Losung der Maxwellgleichungen. Dies sind
Wellenpakete, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ in &= z-Richtung verschieben. Aus
div A = 0 folgt Ay = f; + g5 = 0, was nur A3 = const. zulisst. Da eine Konstante
keinen Beitrag zu den Feldern E und B ergibt, konnen wir A3 = 0 setzen. Damit
steht A senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Eine solche Welle heifit transversal.
Da die Wellengleichung eine Differenzialgleichung 2. Ordnung in der Zeit ist,
wird die Losung durch die Anfangsbedingungen A;(z, 0) = F;(z) und Ai(z,0) =
Gi(z) festgelegt. Nun enthilt (20.13) gerade soviele Integrationskonstanten (die
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Funktionen f; und g;), wie durch die Anfangsbedingungen (die Funktionen F; und
G,;) festzulegen sind. Daher ist (20.13) die allgemeine Losung. Die Losung (20.13)
kann auch in der Form (17.23) geschrieben werden (Aufgabe 17.2). Alle hier be-
trachteten Funktionen ( f;, g;, F;, G;) sind reell.

Mit (20.13) sind auch das elektrische und das magnetische Feld Funktionen der
Argumente z + ct. Die Feldkonfiguration zu einem bestimmten Zeitpunkt 7o ist zu
einem spiteren Zeitpunkt 7o + Ar um die Strecke Az = £c¢ At in z-Richtung ver-
schoben, ansonsten aber vollig unverdndert. Das Wellenpaket f; (z — ct) in (20.13)
pflanzt sich also ohne Anderung der Form in z-Richtung mit der Geschwindigkeit ¢
fort; unabhiingig hiervon lduft das Paket g;(z -+ ct) mit ¢ in —z-Richtung. Dagegen
laufen ein elektromagnetisches Wellenpaket in Materie oder ein quantenmechani-
sches Wellenpaket im Laufe der Zeit auseinander. Eine solche Dispersion eines
Wellenpakets wird in Kapitel 33 behandelt.

Wir erldutern die Bedeutung von eben noch dadurch, dass wir die ebene Welle
einer Kugelwelle gegeniiberstellen. Dabei beschrinken wir uns auf eine bestimmte
Frequenz w = ck:

Re Ap exp (i(:l:kz — a)t)) (Ebene Welle)
A(r,t) = (20.14)

Ao .
Re — exp (1(:|:kr — a)t)) (Kugelwelle)
r

Die ebene Welle entspricht der in (17.22) gefundenen Elementarlosung. Die Kugel-
welle 16st die Wellengleichung im Bereich r # 0, wie man aus (3.34) sieht. Die
Realteilbildung (Re) wird unten néher diskutiert.

Die Fldchen mit konstanter Phase werden Phasenfldchen genannt. Fiir die ebene
Welle sind durch £kz — wt = const. Ebenen definiert, die mit der Geschwindig-
keit ¢ in £ z-Richtung laufen. Fiir die Kugelwelle sind durch £kr — wt = const.
konzentrische Kugeloberflachen definiert, die mit der Geschwindigkeit ¢ in %e,-
Richtung laufen. Die VergroBerung (Verkleinerung) der Kugeloberfliche wird von
einer entsprechenden Verkleinerung (Vergroerung) der Amplitude A o 1/r be-
gleitet. Eine auslaufende Kugelwelle (Pluszeichen) kann durch eine oszillierende
Ladungsverteilung bei r = 0 erzeugt werden (Kapitel 24). Im Allgemeinen hingen
die Phasenflichen von den Quellen und vom Medium (Kapitel 38) ab.

Monochromatische, ebene Welle

Wellen mit einer bestimmten Frequenz w heillen monochromatisch. Die allgemeine
Zeitabhingigkeit solcher Wellen ist von der Form a; cos(wt) + as sin(wt) mit zwei
reellen Amplituden a; und a;. Fiir viele Rechnungen ist es bequemer, stattdessen
die Losung exp(—iwt) mit einer komplexen Amplitude a; + ia; zu verwenden:

Re (a; +iap) exp(—iwt) = aj cos(wt) + aj sin(wt) (20.15)

Anstelle des Realteils (Re) konnte man genauso gut den Imaginérteil (Im) verwen-
den. Man erhilt keine neue Losung, wenn @ durch —w ersetzt wird; daher konnen
wir uns auf positive Frequenzen w beschrinken.
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Die Felder E und B sind reell; dies gilt dann auch fiir das Vektorpotenzial A.
Die Einschrinkungen eben und monochromatisch reduzieren die allgemeine Lo-
sung (17.23) der Wellengleichung auf die Elementarlosung (17.22). Der allgemeine
Ansatz fiir eine monochromatische, ebene Welle lautet damit:

A(r,t) =Re Ag exp[i(k - r — w1)] (20.16)

Die Welle (20.16) ist eben, weil sie nur in einer Richtung (der von k) vom Ort
abhingt. Sie ist monochromatisch, weil sie nur eine bestimmte Frequenz enthilt.
Sie ist Losung der Wellengleichung in (20.11), falls

w=clkl=ck (20.17)

Die Frequenz w ist positiv und die Komponenten k,, ky und k, des Wellenvektors
sind reell:
w >0, —00 < ky, ky, k; < 0 (20.18)

Die Wellengleichung in (20.11) wird durch (20.16) mit einer beliebigen, im All-
gemeinen komplexen Amplitude Ag gelost. Aus der zweiten Bedingung in (20.11)
folgt aber die Einschrinkung

divA =Reik-Agexp(i(k-r —wt)) =0 (20.19)

Da dies fiir beliebige Orten und Zeiten gilt, muss k - Ag = 0 sein. Wir multipli-
zieren nun (20.16) skalar mit k; dabei kénnen wir den reellen Vektor k mit dem
Re-Zeichen vertauschen. Aus k - Ag = 0 folgt dann k - A = 0 oder

Alk (20.20)

Wir berechnen nun das elektrische und magnetische Feld:
10A

E(r,t)= — Py =Re ik Ag exp[i(k-r —a)t)] =Re Ey exp[i(k-r —wt)]
(20.21)
B(r,1) = VxA=Reikx Agexp[i(k-r —wt)] =Re By exp[i(k -r —wi)]
(20.22)

Dabei wurde @ = 0 und w = ck benutzt. In den jeweils letzten Ausdriicken wurden
die komplexen Amplituden E¢ und B eingefiihrt:

Eg=ikAq, Bo=ik x Ag (20.23)
Aus (20.21) und (20.22) folgen noch die Beziehungen
B(r,t) = Reik x Ag exp[i(k-r —wi)] (20.24)
= (k/k) x ReikAg exp[i(k-r —wt)]| = (k/k) x E(r,1)
(k/k)-E(r,t) = (k/k)-ReikAgexp[i(k -r —wt)]

Re ik - Ay exp[i(k-r —a)t)] (2019

0 (20.25)
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Hierbei wurde verwendet, dass der reelle Vektor k mit dem Re-Zeichen vertauscht
werden darf. Die Amplituden Ay, Eg und B sind im Allgemeinen komplex. Fiir die
reellen physikalischen Felder E und B folgt aus den letzten beiden Gleichungen:

E(r,t) Lk, B(@r.t) Lk (20.26)

|E(r,t)| = |B(r.,1)

, E(r,t) L B(r,t) (20.27)

Diskussion

Der Wellenvektor k gibt die Ausbreitungsrichtung der Welle an. Man betrachte etwa
eine bestimmte Phasenfliche k - r — wt = const. Diese ebene Phasenflidche ver-
schiebt sich mit der Phasengeschwindigkeit ¢ = w/k in Richtung von k/k. Aus
(20.26) folgt, dass die Energiestromdichte S = ¢ E x B /47, (16.20), parallel zu k
ist. Daher ist k die Richtung des Energietransports der Welle.

Wenn das Vektorfeld einer Welle und der Wellenvektor parallel zueinander ste-
hen, heifit die Welle longitudinal. Schallwellen in Gasen und Fliissigkeiten sind
longitudinal, Schallwellen in Festkorper konnen transversal oder longitudinal sein.
Hierbei beschreibt das Vektorfeld die Auslenkungen aus der Ruhelage.

Wegen (20.26) sind elektromagnetische Wellen transversal; das elektrische und
das magnetische Feld stehen senkrecht zu k. AuBerdem stehen das elektrische und
das magnetische Feld aufeinander senkrecht.

Das elektrische und magnetische Feld der Welle haben an jeder Stelle r, ¢ den-
selben Betrag. Damit haben Felder an jeweils denselben Stellen Maxima und Null-
stellen; sie sind in Phase oder phasengleich.

Geht man in k-Richtung um eine Wellenlénge

2
A= % (Wellenlidnge) (20.28)

weiter, so dndert sich die Phase um kA = 27, und A(r, t) hat denselben Wert.
Insbesondere ist der Abstand zwischen zwei benachbarten Maxima des Felds A
gleich L. Die Wellenzahl k = 27t /A ist gleich 27 mal der Anzahl der Wellenberge
pro Liangeneinheit. Neben der (Kreis-) Frequenz w benutzt man auch die Frequenz
v im engeren Sinn,

v=2 2 f (20.29)
2n A
Die Frequenz wird in Hertz, die Wellenldnge in Meter gemessen:
1
[v] = — = 1 Hertz = 1 Hz, [Al=1m (20.30)

N

Die iiblichen Bezeichnungen der in einer Welle vorkommenden Grofen sind in Ta-
belle 20.1 zusammengestellt.
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Tabelle 20.1 Die Tabelle gibt die Bezeichnungen fiir die in einer elektromagnetischen
Welle vorkommenden Grofien an. Diese Grofien treten auch bei anderen Wellen auf.
Fiir Schallwellen ist die Amplitude die Abweichung von der Gleichgewichtsdichte (Gas,
Fliissigkeit) oder die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage (Festkorper); die Schall-
geschwindigkeit ist cs & 330m/s in Luft und cg &~ 5000 m/s in Eisen.

Bezeichnung Symbol Beziehungen
Amplitude Ag Ao Lk

Wellenvektor k S|k

Wellenzahl k k=kl=w/c
Wellenlidnge A A=2mn/k
(Kreis-)Frequenz w w=-ck

Frequenz v Vv=w/2n =c/A
Phasengeschwindigkeit c c=w/k=3-108m/s
Phase 7 o=k -r—ot

€x

:P\"'-.

Abbildung 20.1 Elektrisches Feld
E(z,t) = E(z,t)e, und magneti-
sches Feld B(z,t) = B(z,t) e, der
linear polarisierten Welle (20.32) zu
einem bestimmten Zeitpunkt. An ei-
nem festen Ort oszillieren die Fel-
der zwischen den Werten +k Aj.
Effektiv verschieben sich die skiz-
zierten Felder mit der Geschwin-
digkeit ¢ in Richtung des Wellen-
vektors k = kee;.
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Beispiel

Wir betrachten den Spezialfall

k=ke, Ag=—Apey, Ag = reell (20.31)
Die Felder dieser Welle
E, =B, =kApsinkz — ot), E,=E,=B,=B,=0 (20.32)

sind in Abbildung 20.1 skizziert. An einem festen Ort oszillieren das elektrische
und magnetische Feld phasengleich zwischen den Werten +k Ag. Ein Wellenberg,
etwa ein bestimmtes Maximum von E,, bewegt sich mit der Geschwindigkeit ¢ in
z-Richtung.

Polarisation

Wir gehen von einer bestimmten Ausbreitungsrichtung k der Welle aus. Die Rich-
tungen der Felder E und B sinddurch E 1 k, B 1 kund E L B noch nicht festge-
legt. So kann E eine beliebige Richtung innerhalb der Ebenen k-r = 0 haben. Unter
der Polarisation der Welle versteht man die Zeitabhéngigkeit dieser Richtung. Da-
bei bedeutet lineare Polarisation eine konstante Richtung und zirkulare Polarisation
eine Drehung dieser Richtung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit; dies wird im
Folgenden erldutert. Unter unpolarisiertem Licht versteht man ein Ensemble von
Wellenpaketen, in denen die Richtungen von E statistisch verteilt sind.
Der komplexe Amplitudenvektor Eq kann in zwei reelle Vektoren, a; und as,
zerlegt werden:
Ey=a;+iay; = (b +1by) exp(—ia) (20.33)

Im letzten Ausdruck haben wir einen zunéchst beliebigen Phasenfaktor abgespalten.
Dadurch kann der verbleibende Vektor b; + ib, (mit reellem by, by) aber nicht
reell gemacht werden; denn die drei komplexen Komponenten von Eq haben im
Allgemeinen verschiedene Phasen.

Das Skalarprodukt E02 = Eo - Ey ist eine komplexe Zahl. Wir spalten diese
Zahl in ihren Betrag und Phase auf:

EZ = |EZ| exp(iy) = (b1 + ib2)” exp(—2ia) (20.34)
Wenn wir nun ¢ = — y /2 wihlen, dann ist (b; + iby)? gleich |E 02|, also reell:
(by+iby)” =b? — b} +2ib; - by = reell (20.35)

Also giltby-b, =0und by L b. Aus k- Ey = 0 folgt k- (b; +1b2) = 0 und damit
b; L kund by 1 k. Wenn weder b; noch b, null sind, konnen wir ein kartesisches
Koordinatensystem mit den Basisvektoren e, e, und e3 so wihlen, dass

e =_—, er=%F_—, ez = — (20.36)
1
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Abbildung 20.2 An einem festen Ort dreht
sich der Feldvektor E (r, t) einer ebenen Wel-
le mit B = B(¢) aus (20.39) und beschreibt
dabei eine Ellipse. Der magnetische Feldvek-
tor B steht senkrecht zu E; er beschreibt die
gestrichelte Ellipse. Der Wellenvektor steht
senkrecht auf der Bildebene.

Das Vorzeichen in e, wird so festgesetzt, dass sich ein rechtshiandiges System ergibt.
Einer der beiden Vektoren b; oder b, konnte null sein; dann ist der zugehdrige
Basisvektor senkrecht zu den beiden anderen zu wihlen.

Mit (20.36) wird das elektrische Feld (20.21) zu

E(r,t) = Re (blelq:ibzez) exp[i(k-r—a)t—a)]
= e bjcos(tk-r—owt—a) £ ebrysink-r—wt —a)
= E(r,t)e;+ Ex(r,t) e (20.37)
Fiir die kartesischen Komponenten E| = b cos(...) und E; = b3 sin(...) gilt

E? E}
< +=2=1 (20.38)
bl b2

In der E;-E>-Ebene beschreibt der Vektor E := (E;, E», 0) also eine Ellipse, Ab-
bildung 20.2. An einer festen Stelle r dreht sich E um die k-Achse. Den Winkel,
den E mit der e;-Achse einschlie3t, nennen wir S. Fiir B(¢) erhalten wir

) by

tan B(t) = — = F — tan(wt + J) (20.39)

E, by
Dabei ist § = o — k - r. Je nach Vorzeichen dreht sich der E-Vektor mit der Kreis-
frequenz w links oder rechts herum. Ein ganzer Durchlauf der Ellipse erfolgt wih-
rend der Periode T = 271/ w.

Das B-Feld ist durch B(r,t) = (k/k) x E(r,t) gegeben, (20.27). Daher be-
schreibt der B-Vektor eine Ellipse, die um 7t/2 gegeniiber derjenigen von E ver-
dreht ist.

Die Ableitung von (20.37) erfolgte fiir eine beliebige komplexe Amplitude E|.
Das Ergebnis stellt daher den allgemeinsten Fall einer ebenen, monochromatischen
Welle dar. Zur einfacheren Darstellung wurde das Koordinatensystem geschickt ge-
wihlt: Zunéchst wird die e3-Achse in Richtung von k gelegt. Fiir zwei beliebige,
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dazu senkrechte Koordinatenachsen erhielte man anstelle von (20.38) eine gedrehte
Ellipse. Die Wahl (20.36) von e; und e; bewirkt, dass diese Ellipse in Hauptach-
senform vorliegt.

Die ebene, monochromatische Welle ist im allgemeinen Fall elliptisch polari-
siert. Die Lage und Form der Ellipse wird durch die Vektoren b und b, festgelegt.
Dabei gibt es zwei einfache Spezialfille: Eine Halbachse der Ellipse ist null, oder
beide Halbachsen sind gleich lang:

) . bejoderbe; linear polarisiert
Ejy exp(ia) =b1 4+ iby = . ) . (20.40)
b(e; £ iey) zirkular polarisiert

Der allgemeine Fall kann als Uberlagerung der beiden linear polarisierten oder der
beiden zirkular polarisierten Losungen dargestellt werden.

Energie und Impuls

Wir berechnen die Energie- und Impulsdichte der ebenen, monochromatischen Wel-
le (20.21, 20.22). An einem bestimmten Ort oszillieren diese Grof3en zwischen null
und dem Maximalwert; wir bestimmen daher die zeitgemittelten Grofen. Alle Fel-
der konnen in der Form

a(t) = Reag exp(—iwt), b(t) = Re by exp(—iwt) (20.41)

mit komplexem ag und by geschrieben werden. Die zu berechnenden Grofien sind
quadratisch in den Feldern. Wir untersuchen daher

a(t)b(t) = % (ao exp(—iwt) + a; exp(iwt)) (bo exp(—iwt) + b; exp(ia)t))

(20.42)
Bei einer Mittelung iiber die Zeit fallen die oszillierenden Anteile weg:

(a(®) b)) = = (a0 bf + ai bo) = % Re (ag bj;) (20.43)

EN

Die Klammern (...) stehen fiir die Zeitmittelung. Wir setzen nun die Felder ein,
zum Beispiel a(t) = E(r,t) und agp = E¢ exp(ik - r). Die zeitgemittelte Energie-
dichte ist

1 1
(Wem) = g( 2+Bz>= E<RG(E0~EZ§)+R6(30-B(’§)>
= LB ~B*—LE - E} (20.44)
Togn 00T gg 00 '

Das Ergebnis kann — wie angegeben — alternativ durch Eo oder B ausgedriickt
werden. Die zeitgemittelte Energiestromdichte ist

c

(5) 47

| =

(E x B) = 8% Re (Eo x BY) = (wem) ¢ (20.45)
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Dies bedeutet, dass die Welle ihre Energie mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung
des Wellenvektors transportiert.

Die Gesamtenergie f d>r (Wem) der ebenen, monochromatischen Welle ist un-
endlich. Insofern ist diese Wellenform ein unrealistisches Modell. Tatsdchlich
gibt es nur endliche Wellenpakete. Solche Wellenpakete konnen als Uberlagerung
(17.23) von ebenen Wellen dargestellt werden. Die hier diskutierten Eigenschaf-
ten, insbesondere die Polarisationseigenschaften, konnen auf solche Wellenpakete
libertragen werden.

Ein endliches Wellenpaket (Aufgabe 20.2) ist nicht mehr strikt monochroma-
tisch. Eine rdumliche Begrenzung der Linge / bedingt vielmehr die Frequenzun-
schérfe

— =
v

Av A "

7 (Wellenpaket der GroBe [ ) (20.46)
Fiir ein Wellenpaket mit / > X kann die Frequenzunschirfe klein sein. In diesem
Fall kann das Wellenpaket fiir viele Zwecke durch eine ebene, monochromatische
Welle, mit der man einfacher rechnen kann, ersetzt werden.

Elektromagnetisches Spektrum

Die Tabelle 20.2 ordnet den elektromagnetischen Wellen verschiedener Frequen-
zen bekannte Erscheinungsformen zu. Der untere Bereich mit v < 3 - 10* Hz oder
A > 10km oder wird als Niederfrequenz bezeichnet. Bei diesen groen Wellen-
lingen werden oft Begrenzungen eine Rolle spielen; im nédchsten Kapitel werden
die Modifikationen bei Begrenzungen durch Leiter diskutiert.

Sichtbares Licht ist nur ein kleiner Ausschnitt des Spektrums. Es liegt im
Wellenldngenbereich

Asichtbar = 4...8 - 1077 m (20.47)

Der untere Bereich entspricht den Farben violett und blau, der obere der Farbe rot.
Eine bestimmte Frequenz bedeutet hier eine bestimmte Farbe. Dies erklirt den Be-
griff monochromatisch (also einfarbig) fiir die Welle (20.16).

Atome konnen elektromagnetische Strahlung im sichtbaren Bereich des Spek-
trums (und in benachbarten Bereichen) absorbieren oder emittieren. Die Wellen-
lingen in (20.47) sind ungefihr um einen Faktor 10* groBer als der Bohrsche Ra-
dius ag ~ 5 - 107" m, der die GroBe der Atome charakterisiert. Die abgesandte
Strahlung tritt in Quanten mit der Energie Ziw auf. Die Abstrahlung eines Licht-
quants dauert etwa T ~ 107%s; daraus ergibt sich ein Wellenpaket der Lin-
ge I. ~ 3m und eine entsprechende Frequenzunschirfe (20.46). Abstrahlungs-
vorgidnge werden in Kapitel 24 diskutiert.

Monochromatische Wellen sind Losungen der Maxwellgleichungen fiir beliebi-
ge Frequenzen im Bereich 0 < v < oo. Effektiv gibt es aber Begrenzungen des
Frequenzbereichs:
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Tabelle 20.2 Elektromagnetische Wellen treten in verschiedenen Erscheinungsformen
auf. Die fiinf Dekaden der Radiowellen werden als Langwelle, Mittelwelle, Kurzwelle,
UKW und UHF bezeichnet. Der Bereich fiir Licht kann in die Abschnitte infrarot, sichtbar
und ultraviolett aufgeteilt werden. Die Grenze zwischen Rontgen- und Gammastrahlung
ist nicht scharf. Die Gammastrahlung im engeren Sinn bezieht sich auf die Strahlung
von Atomkernen. Gammastrahlung mit noch groeren Frequenzen kommt in der Hohen-
strahlung vor.

Bezeichnung Frequenz v in Hz
Radiowellen 3.10%...3-10°
Mikrowellen 3-10%...10%

Licht 102...5.107
Rontgenstrahlen 3.10'%...3.10%°
Gammastrahlen 3-10%...3- 10?2 und hoher

e Fir v — 0 geht die Wellenlidnge A gegen unendlich. Ein Wellenpaket mit
wohldefinierter Frequenz (Av < v) muss daher entsprechend grof3 sein,
[ ~ Av/Av > A. Zumindest bei Experimenten auf der Erde gibt es dann
Begrenzungen, die zu Randbedingungen und minimalen Frequenzen fiihren.

Als Beispiel sei auf die Schumann-Resonanzen verwiesen, bei denen die Be-
grenzung durch die Erdoberfliche und die Ionosphére zu diskreten Frequen-
zen fiihrt. In (21.30) ist ihre minimale Frequenz v &~ 8 Hz angegeben.

e Fiir v — oo wird der Teilchencharakter der elektromagnetischen Strahlung
dominierend. Dieser Teilchencharakter wird im Rest dieses Kapitels qualita-
tiv diskutiert. Quantitativ konnen solche Vorginge im Rahmen der Quanten-
elektrodynamik beschrieben werden.

Bei Ubergiingen im Atomkern kann es zu Emissionen von y-Quanten mit der
Energie Zw von einigen MeV kommen. Hierfiir kann man keine Welle kon-
struieren, die ein klassisches elektromagnetisches Feld definiert. Rontgenla-
ser (hw ~ keV) erscheinen dagegen noch realisierbar.

Photonen

Die Elektrodynamik ist eine klassische Feldtheorie. Dabei wird implizit vorausge-
setzt, dass die Quantisierung des Felds keine Rolle spielt. Wir skizzieren in diesem
Abschnitt den Zusammenhang zwischen dem klassischen Feld und den Feldquan-
ten. Fiir praktische Anwendungen geniigt oft eine elementare Quantisierung des
Felds.
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Wir vergleichen zunéchst die Quantisierung eines mechanischen Oszillators mit
derjenigen des elektromagnetischen Felds:

1. Die Quantisierung eines eindimensionalen Oszillators mit der Frequenz w
fiihrt zu den Energieeigenwerten

E, = hw(n n %) (20.48)

Dabei ist i die Plancksche Konstante. Die E, sind die moglichen Energie-
werte der stationdren Zustidnde des Systems. Durch ein solches Oszillator-
modell werden zum Beispiel die Vibrationen eines O,-Molekiils beschrieben.
Experimentell kann man im Absorptionsspektrum (im Infraroten) diskrete
Linien sehen, die den Energiedifferenzen % entsprechen.

2. Elektromagnetische Strahlung besteht aus einzelnen Energieklumpen oder
Quanten der Grofie
E=ho (Photon) (20.49)

Diese Quanten heilen Photonen. Thre Existenz wird durch zahlreiche Expe-
rimente belegt, etwa durch die Plancksche Strahlungsverteilung, durch den
Photo- und den Comptoneffekt.

In einem Hohlraum aus Metall kdnnen stehende elektromagnetische Wellen
(Kapitel 21) angeregt werden. Diese Anregungen sind Eigenschwingungen
des Systems, deren Quantisierung zu (20.48) fiihrt.

Wir betrachten nun den klassischen Grenzfall der beiden Fille:

1. Eine Masse m = 1g sei an einer Feder aufgehingt und oszilliere mit der
Eigenfrequenz @ = 1/s; die Amplitude der Auslenkung sei a = 1 cm. Auch
dieser Oszillator hat die quantenmechanischen Energieeigenwerte (20.48).
Die Anzahl der Schwingungsquanten n ist in diesem Fall aber so groB,
dass die Quantisierung keine Rolle spielt. Fiir die angegebenen Werte gilt
n X Eygs/ho = 1027, wobei Eyjass = ma?aw? /2. Die moglichen Energien
E, stellen praktisch ein Kontinuum dar, so wie dies in der klassischen Me-
chanik angenommen wird.

2. Den klassischen Grenzfall der elektromagnetischen Welle erhilt man zum
Beispiel fiir einen Laserpuls mit einer Energie Epys = 1J. Das Laserlicht
liege beim roten Ende des sichtbaren Spektrums; dann ist die Energie eines
Photons iw ~ 2eV ~ 3 - 107! J. Daraus folgt die Anzahl der Photonen in

einem Puls: E
N= % ~3-10'® Photonen (20.50)
w
Dies ist mit der Schwingungsquantenzahl n >> 1 des makroskopischen, me-

chanischen Oszillators zu vergleichen.

Im klassischen Grenzfall ist die Quantisierung der Energie unwichtig; sie wird in
der zugehorigen Theorie (klassische Mechanik, klassische Elektrodynamik) auch
nicht behandelt.
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Der Vergleich des Laserlichts mit einer klassischen elektromagnetischen Welle
bedarf gewisser Einschrinkungen, die wir hier nur andeuten. Zum einen wird Laser-
licht durch einen sogenannten kohédrenten Zustand beschrieben, in dem die Phase
der Welle und die Anzahl der Photonen im Rahmen der quantenmechanischen Un-
schirfe festgelegt sind. Zum anderen ist die Symmetrie der quantenmechanischen
Wellenfunktion (Ununterscheidbarkeit der Photonen) fiir die besondere Stabilitit
des Laserlichts wichtig.

Als Modell des Photons betrachten wir ein Wellenpaket mit der Energie i =
f dr (Wem). Das Wellenpaket habe im Rahmen der Unsicherheit (20.46) den
Wellenvektor k. Die Impulsdichte des elektromagnetischen Felds ist S/c?. Hiermit
berechnen wir den Impuls des Wellenpakets:

1 k ki
P== / &rs) U=V / a3 Wend _KRO i (photon) 20.51)
c k c k ¢

Der experimentelle Nachweis, dass Photonen diesen Impuls haben, erfolgt insbe-
sondere durch die inelastische Streuung von Photonen an Elektronen (Compton-
effekt). Die Energie- und Impulsbilanz der beteiligten Teilchen fiihrt zu einer cha-
rakteristischen Relation zwischen der Frequenzinderung des Photons und dem
Streuwinkel.

Aus (20.49) und (20.51) folgt

E?>=c¢?p>  (Photon) (20.52)

Der Vergleich mit der allgemeinen relativistischen Energie-Impulsbeziehung E* =
m?c* + ¢ p? zeigt, dass die Photonen masselos sind:

m=20 (Photon) (20.53)

Zur Aufstellung einer quantenmechanischen Wellengleichung geht man iiblicher-
weise von der Energie-Impulsbeziehung aus und verwendet die Ersetzungsregeln
p — —i1hV und E — ih0,. Fiir (20.52) fiihrt dies zu einer Wellengleichung der
Form (20.11). Die moglichen Spineinstellungen werden dann durch mehrkompo-
nentige Wellenfunktionen beschrieben.

Photonen sind reale Teilchen, denen eine Energie E = fiw, ein Impuls p = ik
und der Spin 1 (siehe unten) zugeordnet werden kann. Ebenso wie bei materiellen
Teilchen besteht ein Welle-Teilchen-Dualismus (Kapitel 1 von [3]). Das heif3t, dass
sich elektromagnetische Strahlung wie eine Welle (Interferenzeffekte), aber auch
wie ein Strahl aus Teilchen (Photoeffekt) verhalten kann.

Photonen konnen in beliebiger Zahl dieselbe Wellenfunktion annehmen. Dies
gilt allgemein fiir Bosonen (Teilchen mit ganzzahligem Spin); Fermionen (Teilchen
mit halbzahligem Spin) geniligen dagegen dem Pauliprinzip. Wenn sehr viele Pho-
tonen dieselbe Wellenfunktion haben, dann ist die Wellenfunktion selbst (und nicht
nur ihr Betragsquadrat) Messgrofle. So ist zum Beispiel das elektrische Feld, das
von einem Radiosender ausgeht, messbar. In diesem Fall spielt (wie oben beim La-
ser) die Quantisierung der elektromagnetischen Welle eine untergeordnete Rolle.
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Wir stellen noch den Zusammenhang zwischen der Polarisation der elektroma-
gnetischen Welle und der Spineinstellung der Feldquanten her. Dazu betrachten
wir das Verhalten von A“ unter Drehungen. Fiir die zirkular polarisierte Welle mit
k = ke erhalten wir mit E = — A /¢ = ik A (hier ohne Realteilbildung):

(20.40)

(A%) = (0, E/ik) %(0, 1, +i,0) exp[i(kz —wr —a)]  (20.54)

Eine Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢9 wird durch die Transformations-
matrix

1 0 0 0
| O cos¢p singy O
(45%) = 0 —singg cos¢g 0O (20.53)
0 0 0 1
vermittelt. Fiir die Welle (20.54) ergibt diese Transformation
A'" = A% AP = exp(+igy) A (20.56)

In einer quantisierten Theorie wird A% zur Wellenfunktion der Photonen. Bei Dreh-
symmetrie um die z-Achse ist eine Wellenfunktion von der Form ¥ o exp(im ¢);
dabei ist m /i die Projektion des Drehimpulses auf die z-Achse und ¢ ist der zuge-
horige Azimutwinkel. Bei Drehung um den Winkel ¢ erhilt ¥ o exp(im¢) den
zusitzlichen Faktor exp(im ¢g). Eine Wellenfunktion, die sich wie (20.56) transfor-
miert, beschreibt also ein Teilchen mit m = =+1; die Projektion des Drehimpulses
auf die z-Richtung hat die moglichen Werte + 7. Daher ist einem Photon ein Spin s
zuzuordnen, der in z- oder Impulsrichtung die Projektion

k
X -s==xh (Photon) (20.57)

hat. Da hohere z-Projektionen nicht vorkommen, hat ein Photon den Spin 1. Dieser
Spin kann sich parallel oder antiparallel zum Impuls einstellen. Diese Einstellungen
entsprechen den beiden moglichen zirkularen Polarisationen.

Quantenmechanisch erwartet man fiir Spin 1 zunichst drei Spineinstellungen,
(k/k)-s/h =0, £1. Die Spinprojektion null in Impulsrichtung kommt aber nicht
vor. Fiir diese Projektion miisste in (20.56) A’ = A“* gelten. Dies wiirde (A%)
(0,0, 0, 1) implizieren. Ein solches A“ ist aber durch die Eichbedingung divA = 0
ausgeschlossen.

Zwei klassische Wellenpakete streuen nicht aneinander: Wenn E(r, ) und
E,(r, t) Losungen der Maxwellgleichungen sind, dann ist E = E(r,t)+ E»(r,t)
ebenfalls Losung; dies folgt aus der Linearitdt der Maxwellgleichungen. Konkret
konnen sich die Strahlen von zwei Taschenlampen ungehindert durchkreuzen. (Al-
lerdings besteht das Licht einer Taschenlampe aus vielen Wellenpaketen, die ein-
zelnen Photonen entsprechen). Abweichend von der klassischen Theorie gibt es tat-
sdchlich einen sehr kleinen, aber messbaren Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung
von Photonen an Photonen. Er wird durch Erzeugung und Vernichtung virtueller
Elektron-Positronpaare verursacht und kann in der Quantenelektrodynamik berech-
net werden.
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Aufgaben
20.1 Ebene elektromagnetische Welle

Durch A = A(x — ct) e; und @ = 0 ist eine ebene elektromagnetische Welle defi-
niert. Bestimmen Sie das E- und B-Feld, die Energiedichte wep und den Poynting-
vektor S.

20.2 Eindimensionales Wellenpaket

Die Potenziale eines elektromagnetischen Wellenpakets sind:

A=Ax —ct) e, A(x):/oodkf(k) exp(ikx), ®=0

Betrachten Sie die folgenden Flle:
(i) f(k) = foexp(—yk*/2)
(1) f(k) = foexp( —alkl])
(i) f(k) = fo Ok — [k])
Skizzieren Sie jeweils die Form des Wellenpakets A(x — ct) im Ortsraum, und
geben Sie sein Zentrum X und seine Breite Ax an.
20.3 Zirkular polarisiertes Wellenpaket
Eine zirkular polarisierte Welle mit den Komponenten
E. = Eo(x,y)exp|itkz — wt)]
Ey, = xiEy(x,y) exp[i(kz — wi)]

ist in x- und y-Richtung begrenzt; die Amplitude Eg(x, y) ist eine reelle und in den
Variablen x und y gerade Funktion. Das Wellenpaket soll sich in diesen Richtungen
tiber viele Wellenlidngen erstrecken, so dass

dEo

und ‘ —
dy

Ey

A

0Eg
0x

Ey
A

Eine noch schwiichere z-Abhingigkeit in Eg(x, y, z) soll das Wellenpaket letztlich
auch in z-Richtung begrenzen; diese Abhingigkeit soll aber in den folgenden Rech-
nungen nicht explizit beriicksichtigt werden.

Lesen Sie E; und B aus den Maxwellgleichungen ab (jeweils nur die fiihrenden
Terme). Berechnen Sie die zeitgemittelten GroBen: Energiedichte (wem), Poynting-
vektor (S) und Drehimpulsdichte r x (S)/c?. Setzen Sie die Gesamtenergic W
gleich fiw, also der Energie eines Photons. Welchen Drehimpuls hat dieses Photon
dann?
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Wir untersuchen Wellenl6sungen in einem Volumen, das durch Metallwinde be-
grenzt wird. Innerhalb des Volumens gelten die freien Maxwellgleichungen. Auf
den Metallrindern werden Ladungen und Strome influenziert, die im Allgemeinen
nicht bekannt sind. Es konnen jedoch die Randbedingungen fiir das elektrische und
magnetische Feld angegeben werden. Wir behandeln einen Hohlraumresonator und
einen Wellenleiter.

Wenn ein Volumen von einer geschlossenen Metallfliche begrenzt ist, sind nur be-
stimmte Eigenschwingungen des elektromagnetischen Felds moglich; hier sprechen
wir von einem Hohlraumresonator. Wenn das Volumen in einer Richtung unbe-
grenzt ist, konnen sich in dieser Richtung Wellen ausbreiten; dies nennen wir einen
Wellenleiter. In beiden Féllen beschrinken wir uns auf einfache Geometrien des
Volumens, Abbildung 21.1.

Wegen der freien Verschiebbarkeit von Ladungen im Metall verschwinden die
Tangentialkomponenten des elektrischen Felds am Rand R des betrachteten Volu-
mens:

t-E(r.0)),=0 (21.1)

Wegen rot E = — B/c = iw B/c induziert ein periodisches Magnetfeld elektrische
Felder, die senkrecht zu B(r, t) stehen. Wegen (21.1) miissen solche elektrischen
Felder in tangentialer Richtung null sein. Daher muss die Normalkomponente von
B verschwinden:

n-B(r,n,=0 (21.2)

Die Bedingungen (21.1) und (21.2) sind Idealisierungen; die tatsichliche Situation
im Metall ist komplizierter und wird in Teil VI nédher untersucht. In Kapitel 7 wur-
de (21.1) fiir statische Felder begriindet. Die Verallgemeinerung auf zeitabhingige
Felder ist moglich, wenn die Felder sich nicht zu schnell éndern; denn dann kdnnen
sich die beweglichen Ladungen wie im statischen Fall verschieben. Fiir periodische
Losungen, die wir untersuchen, darf daher die Frequenz nicht zu hoch sein. Die
Bedingungen (21.1) und (21.2) sind brauchbare Niherungen fiir Radiofrequenzen,
sie sind aber etwa im ultravioletten Bereich ungiiltig (dort sind Metalle transparent,
Kapitel 34). Tatsdchlich dringt das elektromagnetische Feld auch bei Radiofrequen-
zen etwas in das Metall ein. Dies fiihrt zu Ohmschen Verlusten und damit zu einer
Diéampfung der Schwingungen oder Wellen. Solche Dimpfungseffekte werden hier
nicht beriicksichtigt.
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Abbildung 21.1 Der Hohlraumresonator ist ein geschlossener Metallkorper, der Wellen-
leiter ist dagegen in einer Richtung unbegrenzt. Der Einfachheit halber betrachten wir recht-
eckige Begrenzungen.

Innerhalb des Hohlraums gebe es keine Ladungen, o = 0 und j = 0. Dann
gelten dort die freien Maxwellgleichungen:
divE =0, rotE = —BJc, rotB=E/c, divB=0 (21.3)

Wir verwenden dies in AE = —rotrot E 4 grad div E und erhalten

(o-&37)
A———)E@rt)=0 (21.4)

c? 912

Die entsprechende Berechnung von A B ergibt

1 92
(A—c—zm>3(m)=o (21.5)

Die Wellengleichungen (21.4) und (21.5) konnen die Maxwellgleichungen nicht
vollstindig ersetzen. Insbesondere sind die kartesischen Komponenten von E und
B nach (21.3) nicht voneinander unabhingig.

Wir suchen nun Losungen, die die Randbedingungen (21.1) und (21.2) erfiillen.
Solche Losungen sind wesentlich durch die Geometrie des Hohlraums bestimmt.
Wir beschrinken uns auf einen quaderformigen Hohlraum und auf einen Wellen-
leiter mit einem rechteckigen Querschnitt, Abbildung 21.1. In diesen Fillen fiihrt
ein Separationsansatz in kartesischen Koordinaten zum Ziel.

Fiir die x-Komponente von E = )_ E; e; lautet der Separationsansatz

Ei(x,y,z,t) =Xx) Y(y) Z(z) T(¢) (21.6)
Wir setzen dies in die Wellengleichung (21.4) ein:

X// Y// Z// 1 T//
T Ty | 21.7
X * Y * Z 32T ( )
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Jeder Term muss gleich einer Konstanten sein, weil die anderen Terme nicht von
der jeweiligen Koordinate abhiingen:

X// Y// Z// T//
TEokL =k =K. =-0 (@219

Diese Separationskonstanten miissen (21.7) erfiillen, also
w? = (kP + ki +kf) (21.9)

Fiir die Losung gibt es verschiedene, dquivalente Formen:

sin(k;x + o) oder
X(x) = { sin(kix), cos(kjx) oder (21.10)
exp(xikix)

Fir X, Y und Z verwenden wir die erste Form. Fiir T setzen wir dagegen T =
Re A exp(—iwt) mit w > 0 und einer komplexen Amplitude A an; dies ist dquiva-
lent zu einer Uberlagerung von sin(wt) und cos(wt), (20.15). Eine Amplitude tritt
im Produktansatz (21.6) effektiv nur einmal auf. Damit sind die Losungen von der
Form

Ey =Re [Cy sin(kix 4 ) sin(kzy + o) sin(k3z + a3) exp(—iw?)]| (21.11)
Zur Vereinfachung der Schreibweise vereinbaren wir:
— Das Zeichen Re fiir die Bildung des Realteils wird im Folgenden nicht mehr

mit angeschrieben.

Hohlraumresonator

Als Hohlraum betrachten wir einen Quader (Abbildung 21.1 links), dessen Winde
aus Metall sind. Das Volumen des Hohlraums ist durch

0<x=<Ly, 0<y=<Ls, 0<z=<L3 (21.12)
festgelegt. Die x-Komponente E;(x, y, z, t) des elektrischen Felds ist Tangential-
komponente an den Winden y = 0, y = L», z = O und z = L3. Damit wird die
Randbedingung (21.1) zu

Ei(x,y,0,t)=E((x,y,L3,t) = E{(x,0,z,t) = E;(x, Ly, z,t) =0 (21.13)
Fiir E| o« Z(z) = sin(k3 z + a3) folgt hieraus oz = 0 und sin(k3 L3) = 0, also

nm .
ky=— mit n=0,1,2,3,... (21.14)
Lj
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Negative n-Werte ergeben nur ein Vorzeichen in der Amplitude und miissen daher
nicht beriicksichtigt werden. In diesem Kapitel bezeichnen wir abkiirzend n selbst
(anstelle von k3) als Wellenzahl. Fiir E1 o< Y (y) = sin(kyy + o) folgt aus (21.13)
entsprechend oy = 0 und ko = m 1t/L;. Die Randbedingung schrinkt X (x) in £
nicht ein. Damit erhalten wir

E; = C; X(x) sin (”f”’) sin (”Lﬁ) exp(—iwt) (21.15)
3

2

Das gleiche Verfahren ergibt fiir die y- und z-Komponente

C(lmx . (n'7nz .,
E, = CyY(y) sin T sin 7 exp(—iw't) (21.16)
3

1

[ U'nx C(m'my o
E; = C3 Z(z) sin sin exp(—iw't) (21.17)
L Ly

Die moglichen Werte von n, n', [, I’, m und m’ sind 0, 1, 2, 3, .... . Dain (21.4) die
Komponenten von E entkoppelt sind, ergeben sich zunichst jeweils unabhiingige
Separationskonstanten, die durch Striche gekennzeichnet wurden. Neben (21.4) und
(21.5) gelten aber noch die Maxwellgleichungen. Wegen (21.3) gilt

. , . (mTmy\ . (nmz .
divE = C; X'(x) sin|{ —— ) sin exp(—iwt)
Ly L

LY CfIlnx\ . [(n'mz .
2 Y'(y) sin L—l sin I exp(—iw't)

l/ !/
1 CZ(2) sin< L”) sin (any) exp(—iw't) = 0 (21.18)
2

1

Diese Gleichung kann nur dann zu allen Zeiten und an allen Orten erfiillt werden,
wenn
w=0 =0, 1=, m=m, n=n' (21.19)

und
, C (Ilnx , . (mTy , . (nmz
Xx)xsin| — ), Y(@)xsin|——]), Z(z)xsin|——)] (21.20)
Ly L, L3

gilt. Die Integration ergibt X (x) o cos(/7tx/L1); da die Amplitude C; in (21.15)
noch nicht festgelegt ist, konnen wir X (x) = cos(Imtx /L) setzen. Mit Y (y) und
Z(z) verfahren wir entsprechend. Damit werden (21.15) bis (21.17) zu

El = C ) o (0 i (2 (—iwt) 21.21)
= COS| — Sin sin exXp(—1w .
1 1 L L, Ls p

)
E, = C, sin (ﬂ) Ccos (mny) sin (nrtz) exp(—iwt) (21.22)
Ly L L3
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l
E; = Cj3 sin (Lle) sin (mLthy> cos (%) exp(—iwt) (21.23)

Die Wellenzahlen [/, m und n konnen die Werte 0, 1, 2, ...annehmen. Nur eine
Wellenzahl darf null sein; denn sonst ergibe sich E = 0 und damit auch B = 0.
Die Wellenzahlen bestimmen nach (21.9) die Frequenz

12 2 2

2 2 2.2 m n
o =(w =c'n| —+—+ I,m,n=0,1,2,...) (21.24
( lmn) <L2 L2 L3> ( ) ( )

Fiir (21.21)—(21.23) wird div E = 0 zu

c l“+c LS L) (21.25)
1 2T, ST .

Bei vorgegebenen Wellenzahlen /, m und n kénnen zwei Amplituden frei gewihlt
werden. Dies entspricht den beiden moglichen Polarisationsrichtungen der freien
Welle (Kapitel 20).

Fiir die betrachteten periodischen Felder gilt 9; B = —iw B. Hieraus, aus
rot E = —B /c und aus (21.21)—(21.23) folgen alle Komponenten des magneti-
schen Felds:

ic <8E2 0E )
By = —— [ — - —
®\ dx  dy (21.26)
ic (Chlt Cimm Imtx mny\ . (nmnz .
= —— — cos | — ) cos sin | — | exp(—iwt)
w L1 L2 L, L, L3
i 0E 0E i oE 0E
By = — (2% _%52) g O _ 953 (21.27)
w ay 9z w 0z ox
Die Randbedingung (21.2) ist erfiillt:
B3(x,y,0) = B3(x,y, L3) =0 (21.28)

In (21.21)-(21.23), (21.26) und (21.27) ist jeweils der Realteil der rechten Seite zu
nehmen. Gleichung (21.24) enthilt nur reelle GroBen, in (21.25) muss sowohl Real-
wie der Imaginérteil verschwinden.

Man iiberpriift leicht, dass die gefundene Losung allen Maxwellgleichungen
und den Randbedingungen geniigt: Die Randbedingungen werden jeweils durch die
Sinusfunktion und die Ganzzahligkeit von /, m und n erfiillt. Wegen (21.24) sind
die Felder E und B Losungen der Wellengleichungen (21.4) und (21.5). Diese Wel-
lengleichungen entsprechen zwei vektoriellen Gleichungen in (21.3). Dariiber hin-
aus enthélt (21.3) noch zwei unabhingige skalare Gleichungen. Wegen (21.25) ist
div E = 0 erfiillt. Die Konstruktion von B aus B = —crot E garantiert div B = 0.
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Abbildung 21.2 Die Eigenmoden des Hohl-
raumresonators sind stehende Wellen. Als Bei-
spiel ist die z-Abhingigkeit der Komponente
E; des elektrischen Felds (21.21) —(21.23) fiir

1 die Schwingungszahlen n = 1,2 und 3 gezeigt.
Fiir die Eigenschwingungen einer eingespann-
ten Saite oder die Wellenfunktion eines Teil-

0 Ly =z chens im Kasten erhilt man dasselbe Bild.

Diskussion der Losungen

Die in Kapitel 20 untersuchten freien Wellen (ohne Begrenzungen) treten mit belie-
bigen Frequenzen w auf. Die Randbedingungen des Hohlraums lassen dagegen nur
ganz bestimmte Eigenfrequenzen wyy, zu, (21.24). Die zugehorigen Losungen fiir
E und B sind stehende Wellen, das heif3it die Position der Wellenberge und -tiler ist
zeitlich konstant (Abbildung 21.2). Die Anzahl der Knoten (Stellen, denen das Feld
verschwindet) ist/ — 1, m — 1 und n — 1; dabei sind die beiden Randknoten nicht
mitgezdhlt. Jeder Richtung kann eine Wellenlidnge (gleich dem Abstand zwischen
zweil Maxima) zugeordnet werden:

2Ly

2L, 2L3
| = - === -

, Ay = , Az = (21.29)
[ m n

So passt zum Beispiel fiir n = 2 (mittlerer Teil in Abbildung 21.2) gerade eine
ganze Wellenlidnge in den Hohlraum.

Die Losung (21.21)—(21.23) ist eine ungeddampfte, harmonische Schwingung.
Fiir gegebenes 7, [ und m ist sie eine Eigenschwingung (oder Eigenmode) des Hohl-
raums. Eine Eigenschwingung kann mehr oder weniger stark angeregt sein. Die
Stirke der Anregung wird durch die Amplituden C; bestimmt. Die Eigenschwin-
gungen des Hohlraums kdnnen mit denen einer eingespannten Saite verglichen wer-
den (Abbildung 21.2).

In realen Systemen sind die Schwingungen geddmpft; denn das Feld dringt et-
was in die Metallwand ein, induziert Strome und damit Ohmsche Verluste. Durch
duBere Anregungen konnen aber Schwingungen erzwungen werden.

Die allgemeine Losung der Maxwellgleichung fiir den quaderférmigen Hohl-
raum ergibt sich als Linearkombination der hier gefundenen Losungen (21.21)—
(21.23). Diese allgemeine Losung enthilt unendlich viele Konstanten, die durch die
Anfangsbedingungen festgelegt werden.
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Schumann-Resonanzen

Die Oberfliche der Erde (Radius R =~ 6400km) und die Ionosphire (teilweise
ionisierte Schicht in einer Hohe von etwa 100 km) haben endliche Leitfiahigkeiten.
Die Leitfihigkeit o wird in Kapitel 31 definiert; es gilt ¢ ~ 10°s™! fiir Meer-
wasser und o =~ 103 ... 10°s~! fiir die Ionosphire. Die Erdoberfliche und die Tono-
sphire konnen nidherungsweise als konzentrische, leitende Kugeloberflichen be-
trachtet werden, die einen Hohlraum einschlieBen. Die in diesem kugelschalenfor-
migen Hohlraum auftretenden elektromagnetischen Eigenmoden heilen Schumann-
Resonanzen. Die unterste Frequenz liegt bei

_ 2~ 1 gm 21.30

V= Y aa g TR (21.30)

Diese und die nidchsthoheren Resonanzen ragen deutlich aus dem Hintergrund des
elektromagnetischen Rauschens in der Atmosphire heraus. Da sie geddmpft sind,

haben sie endliche Breiten (von wenigen Hertz).

Hohlraumstrahlung

Die Eigenmoden eines Hohlraums werden bei endlicher Temperatur statistisch an-
geregt. Die Frequenzverteilung dieser Hohlraumwellen ist die Plancksche Strah-
lungsverteilung.

Fiir nicht zu kleine Temperaturen haben die meisten angeregten Moden Wellen-
zahlen [, m und n, die viel groBer als 1 sind. Fiir die Komponenten der Wellenvekto-
ren bedeutet dies k; > Ak; = m/L;. Die diskreten Wellenvektoren liegen dann so
dicht beieinander, dass Summen iiber Wellenzahlen durch Integrale ersetzt werden
konnen:

® dky [ dky [ dk; 1% 3
Z...: — —= = .= ol KA (21.31)
o 0o AkiJo AkaJo Ak (2m)

Dabei ist V = L L, L3 das Volumen des Hohlraums. Die Eigenfrequenzen eines
bestimmten Hohlraumresonators hiangen von seiner Grofle und Gestalt ab. Fiir Mo-
den mit k > Ak sind die Winde des Hohlraums jedoch von untergeordneter Bedeu-
tung. Fiir die Abzéhlung der Moden kann daher ein Hohlraum beliebiger Gestalt,
also insbesondere auch ein Quader, genommen werden. Die Summation (21.31)
hiangt dann nur vom Volumen des Hohlraums ab.

Fiir eine Mode mit einem bestimmten k-Wert konnen nach (21.25) zwei Ampli-
tuden beliebig gewihlt werden; dies entspricht den beiden Polarisationsrichtungen
einer freien Welle (Kapitel 20) oder den beiden Spineinstellungen eines Photons. In
der Summe iiber alle moglichen Zustéinde oder Moden wird dies durch einen Faktor
2 beriicksichtigt.

Mit (21.31) und dem Faktor 2 wird die Energie der elektromagnetischen Wellen
im Hohlraum wie folgt berechnet:

E(T,V) = (22:)3/61% ho n(w) = V/ooa’a) w(w) (21.32)
0
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Dabei ist n(w) = [exp(h w/kgT) — 1]71 die mittlere Anzahl der Anregungsquan-
ten /i w in einer bestimmten Mode; kg ist die Boltzmannkonstante und 7 die Tem-
peratur. Die in (21.32) eingefiihrte spektrale Energiedichte w(w) ist die Plancksche
Strahlungsverteilung:

w3

n2c3 exp(hw/kgT) — 1

w(w) = (21.33)
Eine detaillierte Ableitung dieser Frequenzverteilung wird in Kapitel 34 meiner
Statistischen Physik [4] gegeben.

Eine Strahlung mit der Frequenzverteilung (21.33) wiirde durch ein kleines
Loch im Hohlraumresonator abgestrahlt werden. Der Anwendungsbereich von
(21.33) geht weit iiber Hohlraumstrahlung hinaus. Das Modell des Hohlraum-
resonators dient vor allem der einfachen Abzédhlung (21.31) der Moden.

Im Plasma der Sonnenoberfliche sind heile Materie und elektromagnetische
Strahlung im thermischen Gleichgewicht. Dies fiihrt zu der Frequenzverteilung
(21.33). Aus dem Vergleich der Frequenzverteilung des Sonnenlichts mit (21.33)
erhilt man die Temperatur der Sonnenoberflache, 7 ~ 6000 Kelvin.

Wellenleiter

Als Hohlraum betrachten wir jetzt den in z-Richtung unbegrenzten Wellenleiter,
dessen Volumen durch

Offol, Ofnyz (21.34)

begrenzt ist (Abbildung 21.1 rechts) Wir gehen wieder von dem Separationsansatz
(21.6) aus. Da die Begrenzung in z-Richtung fehlt, sind die Werte von k = k3 in
Z(z) = exp(£ikz) kontinuierlich. Die Losung der anderen Faktoren X (x), Y (y)
und 7' (¢) des Separationsansatzes verlduft analog zum Hohlraumresonator. Damit
erhalten wir anstelle von (21.21)—(21.23) die Losung

[
Ei = cos( :f) sin (m;zy>exp[i(kz—a)t)] (21.35)

I
E, = C, sin (Z—lx) cos (mL_Jtzy> exp [i(kz — a)t)] (21.36)

l
E; = C; sin( Z:) sin <an2y> exp[i(kz—a)t)] (21.37)

Dabei haben wir uns auf das positive Vorzeichen im Exponenten von Z(z) =
exp(+ikz) beschrinkt, also auf Wellen, die in 4-z-Richtung fortschreiten. Die Be-
dingung (21.9) wird zu

12 2 k2
a)zzcznz(——i—m——l-—) (21.38)
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Aus div E = 0 folgt

C ln+C nr iC3k=0 (21.39)
—_— — — 1 = .
"L :
Die B3-Komponente kann wie in (21.26) bestimmt werden,

ic <3E2 aEl)
By = —— (222 21
o\ dx  dy (21.40)

ic (Cylt Cimm Itx mmy ['(k t)]
= —— - cos| — ) cos| — | exp|i —w
w Ly L, Ly Ly P ¢

Die B; und B;-Komponenten folgen aus (21.27). Auf den rechten Seiten von
(21.35)—(21.37) und (21.40) ist der Realteil zu nehmen. Man iiberpriift wiederum
leicht, dass das E- und B-Feld alle Maxwellgleichungen und die Randbedingungen
erfiillen.

Diskussion der Losungen

Bei freien Wellen (Kapitel 20) stehen das elektrische und das magnetische Feld
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, also (E3, B3) = (0, 0) fir k = ke,. Wellen
mit dieser Eigenschaft heifen TEM-Wellen (TEM steht fiir transversale elektroma-
gnetische Mode). Wir zeigen zunichst: Im Wellenleiter gibt es keine TEM-Wellen;
denn aus (E3, B3) = (0,0) folgt E = B = 0.

Fiir E5 = 0 ist entweder C3 = 0, oder eine der Wellenzahlen (I oder m) ver-
schwindet. Betrachten wir zunichst den Fall [ = 0 (die Diskussion fiir m = 0
lauft ganz parallel). Aus [ = O und Bz = 0O folgt Cym = 0 und damit £y = 0.
Dann verschwinden alle Komponenten von E (E, verschwindet wegen [/ = 0). Fiir
Wellenlosungen folgt dann B = 0 aus (21.3).

Wir betrachten nun die Alternative C3 = 0. Aus (21.39) und B3 = 0 folgt

I mm mm I

L71C1+L72C2=0’ Tzcl—flC2=0 21.41)
Hieraus folgt entweder die triviale Losung C; = C» = 0 oder das Verschwinden
der Determinante des Gleichungssystems. Fiir beliebiges L und L, verschwindet
die Determinante aber nur fiir / = m = 0. Damit ergibt sich wieder E = B = 0.

Fiir (E3, B3) = (0, 0) gibt es also keine Wellenlosung; im Wellenleiter kann

sich keine TEM-Welle fortpflanzen. Fiir eine nichtverschwindende Losung muss
also (E3, B3) # (0, 0) gelten. Deshalb konnen die moglichen Losungen in die bei-
den Fille E3 = 0, Bz # O und E3 # 0, B3 = 0 eingeteilt werden:

Transversale elektrische Welle (TE): E;=0, E Lke, (21.42)
Transversale magnetische Welle (TM): B3;=0, B_lke, (21.43)

Die Bezeichnungen geben an, welches Feld senkrecht auf der Fortpflanzungs-
richtung e, der Hohlraumwellen steht. Die allgemeine Losung kann eine Linear-
kombination der beiden Fille sein. Im Folgenden geben wir jeweils eine einfache
Losung an.
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Transversale elektrische Welle

Es gilt E3 = 0. Wegen B3 # 0 ist/ = m = 0 nicht moglich. Eine der einfachsten
Losungen ist

Hierfiir gilt
2
w=c _2+k2 (21.45)
L
1

Wegen m = 0 gilt E; = 0. Aus Ey = E3 = 0 folgt B, = 0, siehe (21.27).
Insgesamt gilt fiir diese spezielle Welle

Ey=E3=B,=0, Ey#0, B #0, B3#0, (21.46)
Die Frequenz (21.45) erfiillt die Bedingung
cm
w > Wy = — (21.47)
Ly

Im Wellenleiter kann sich eine Welle nur oberhalb der kritischen Frequenz wy; aus-
breiten. Der Wellenleiter kann daher als Hochpassfilter dienen.
Transversale magnetische Welle

Es gilt B3 = 0. Wegen E3 # 0 darf weder [ noch m verschwinden. Die niedrigsten
Knotenzahlen sind also

Die zugehorige Frequenz ist
L 2
w=c —2+—2—|—k2 (21.49)
Ly Lj

Wegen der Voraussetzung Ez # 0 ist C3 # 0. Aus (21.40) und B3 = 0 folgt
C; «x Cp. Da wir C; = C, = 0 ausschlieBen, gilt C; # 0 und C; # 0. Damit
sind alle Komponenten aufler B3 ungleich null. Ahnlich wie fiir (21.45) gibt es eine
untere Grenze wy, fiir die Frequenz der Welle.

Koaxialkabel

Ein bekanntes Beispiel fiir einen Wellenleiter ist das Koaxialkabel, mit dem UHF-
Signale von der Antenne zum Fernseher geleitet werden. Die Seele und die Ab-
schirmung des Kabels bilden konzentrische Kreiszylinder, zwischen denen sich die
Welle fortpflanzt. Wegen der andersartigen Geometrie ist die oben angegebene L6-
sung nicht unmittelbar iibertragbar. Die dominierenden Moden sind in diesem Fall
transversale elektromagnetische Wellen (TEM). Diese Welle haben nur transversale
Komponenten (also E3 = B3 = 0), und es gilt B = +e3 x E wie fiir eine freie
Welle. Im Gegensatz zu TE und TM gibt es keine Untergrenze fiir die Frequenz.



22  Transformation der Felder

Wir behandeln einige Konsequenzen der Kovarianz der Maxwellgleichungen. Der
Feldstirketensor

—E, —E, —E,
E. 0 —-B. B
E, B. 0 -B,

E. —B, B, 0

F=(F) = (22.1)

ist ein Lorentztensor. Daraus folgen die Transformationen des E - und B -Felds beim
Ubergang in ein anderes Inertialsystem. Als Anwendung berechnen wir das Feld
einer gleichférmig bewegten Ladung. Fiir eine monochromatische, ebene Welle ist
(k%) = (w/c, k) ein Lorentzvektor. Hieraus folgt der Dopplereffekt und die Aber-
ration von Sternlicht.

Da F°P ein Lorentztensor ist, gilt fiir dasselbe Feld in einem anderen Inertialsystem
IS’
F'f = A% A§ F"® oder F'=AFAT (22.2)

Das System IS’ bewege sich relativ zu IS mit der Geschwindigkeit v = v e,, die
Koordinatenachsen seien parallel und zum Zeitpunkt ¢ = ' = 0 liegen die Ur-
spriinge an derselben Stelle (wie in Abbildung 22.1). Dann sind IS und IS’ durch
die spezielle Lorentztransformation mit

y —yv/c 0 0

_ ay —yv/c y 00
A=(4F) = 0 0 10 (22.3)

0 0 01

verbunden; dabei ist y = 1//1 — v2/c2. Durch Matrixmultiplikation erhalten wir

0 -E. —E,y+B;yv/c —E;y—Byyv/c
0 —-B;y+Eyyv/c Byy+E;yv/c
0 —B,
0

F— AFAT — (22.4)
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y IS y' IS’ Abbildung 22.1 Es soll das elektro-
magnetische Feld einer gleichformig
bewegten Ladung ¢ bestimmt werden.
P Im Inertialsystem IS’, in dessen Ur-
\ sprung die Ladung ruht, ist das Feld
r, bekannt. Durch eine Lorentztransfor-
b 1 L mation ergibt sich daraus das gesuchte
\< A x' Feld in IS. Konkret wird das Feld be-
497 rechnet, das ein Beobachter misst, der

vt X in IS am Punkt P ruht.

Die Elemente links von der Diagonale ergeben sich aus F'®? = — F’%; sie wurden
nicht mit angeschrieben. Analog zu (22.1) gilt in IS’

0 -E, —E, -E

/
Z

0 —B. B

F = (F*) = OZ B{ (22.5)
—Px
0

Aus dem Vergleich von (22.4) mit (22.5) erhalten wir die Transformation zwischen
den Komponenten der Felder in IS” und IS. Die Teile des Felds, die parallel oder
senkrecht zu v stehen, transformieren sich unterschiedlich:

v
| = Ey, Ei:y(EL—i-;xB)
v (22.6)
| =Bi. B =y(B.-"xE)
Durch v — —v erhilt man hieraus die Umkehrtransformation:
/ / v /
E| = E|, El=y<El—;xB>
v 22.7)
BH: /H’ BJ_:)/(BJ/_—f——XE/)
c

Gleichformig bewegte Ladung

Wir bestimmen das elektromagnetische Feld einer gleichférmig bewegten Ladung.
Die konstante Geschwindigkeit der Ladung sei v, ihre Stérke sei g. Wir legen das
Inertialsystem so, dass die Ladung sich entlang der x-Achse bewegt (Abbildung
22.1). Fiir das beobachtete Feld kommt es nur auf den Abstand b von der geradlini-
gen Bahn der Ladung an. Daher geniigt es, das Feld an einem beliebigen Beobach-
tungspunkt P auf der y-Achse zu berechnen.

Wir betrachten ein Inertialsystem IS’, in dessen Ursprung die Ladung ruht (Ab-
bildung 22.1). IS und IS’ sind durch die Transformation (22.3) verbunden. Fiir den
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Vektor von der Ladung zum Beobachtungspunkt P gilt

Ipi= (—vt, b,0) in IS
’ ’ ’ : ’ (22.8)
Fpp=1"= (—vt', b, 0) in IS
Der Zusammenhang zwischen 7 und ¢’ ist durch (22.3) gegeben:
=y(t—vx/?) =yt (22.9)

Dabei wurde x = 0 fiir die Stelle P eingesetzt. Im Ruhsystem IS’ der Ladung sind
Felder am Ort P durch

r/
E =gq —5 und B =0 (22.10)
r
gegeben. Die kartesischen Komponenten des elektrischen Felds lauten

vt b

/ !/ !/
E=-qt5. Ej=q;. E.=0 @2.11)
Dabei ist
r2 = = (02 02?) Y = (2 4 2022 (22.12)

Aus (22.7) und B’ = 0 folgt

Ex=E)/C, Ey=)/E/, EZ=yE;

By =0 By=—y E, B=y'FE @21

x — Y y="7 E z =Y E y
Hierin setzen wir (22.11) und (22.12) ein:
—qyvt yqb

T W i =Gy y2v212)3/2
(22.14)
yqbv/c

Ezsz:ByZO, 7= (b2+)/2U212)3/2

Dies sind die elektrischen und magnetischen Felder einer gleichférmig bewegten
Ladung. Das Magnetfeld, das an der Stelle P berechnet wurde, steht senkrecht
zur Bewegungsrichtung (x-Achse) und senkrecht zum Verbindungsvektor 7, ., also
senkrecht zur Bildebene von Abbildung 22.1. Rdumlich ergeben sich fiir die ma-
gnetischen Feldlinien Kreise, deren Mittelpunkte auf der Bewegungsachse liegen.

Langsam bewegte Ladung

Zur Diskussion des Ergebnisses betrachten wir zunédchst das Feld der bewegten La-
dung in erster Ordnung in v/c. Aus (22.14) folgt

E=gq :—3 (1 +(9(v2/c2)), B = % ”;‘3' (1 +(9(v2/c2)) (22.15)

wobei r := (—vt, b, 0). Das elektrische Feld ist in dieser Ordnung dasselbe wie
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fiir die ruhende Ladung. Das zusitzliche magnetische Feld
v
B=-xE (v K c¢) (22.16)
c
kann als relativistischer Effekt in erster Ordnung in v/c aufgefasst werden:
v
|B|=|E|~(9(—) (22.17)
c
Magnetfelder langsam bewegter Ladungen (oder Ladungsverteilungen) sind also

klein verglichen mit den zugehorigen elektrischen Feldern. Fiir die Krifte zwischen
zwei Ladungen gilt dann

|Fmagn| _(9<vl;)2>

_ (22.18)
| FCoulomb |

C

In diesem Sinn sind magnetische Effekte kleine, relativistische Effekte.

Als Anwendung betrachten wir ein Wasserstoffatom. Fiir die Abschitzung der
GroBenordnung geniigt eine halbklassische Betrachtung. Das Elektron (Masse m.)
bewege sich auf einer Kreisbahn (Radius ) um das Proton. Aus dem Kréftegleich-
gewicht e?/r? = m. ve2 /r ergibt sich bei einem Drehimpuls /i = mever eine Ge-
schwindigkeit ve/c = a = e%/(fic) ~ 1/137 fiir das Elektron. Dies ist nur eine
grobe Abschitzung, also v, ~ o c. Tatsichlich bewegen sich das Elektron und das
Proton um den gemeinsamen Schwerpunkt. Im Schwerpunktsystem gelten dann

me

ve ~ac und v, ~ — ac (22.19)
np

Damit ist die relative Stidrke der magnetischen Wechselwirkung gleich

~ % g7 (22.20)

’ F magn

F coulomb c?
Die magnetischen Krifte konnen nicht dadurch eliminiert werden, dass man ins
Ruhsystem des Protons geht; denn dies ist kein Inertialsystem. Die magnetischen
Krifte sind aber so klein, dass sie im Allgemeinen neben der Coulombkraft Fe
vernachléssigt werden konnen. Im Wasserstoffatom gibt es auch noch eine Wech-
selwirkung der magnetischen Dipolmomente von Proton und Elektron. Sie ist von
derselben GroBenordnung wie (22.20), fiihrt aber im Gegensatz dazu zu einer be-
obachtbaren Aufspaltung des Grundzustands (Hyperfeinstruktur).

Im Positronium (dem gebundene System aus einem Positron und einem Elek-
tron) fehlt der Faktor me/my in (22.19); das Verhiltnis Fiaen/ Fcoulomb iSt dann
von der Grofe a? = 107, In diesem Fall gehoren die magnetischen Krifte zu den
fiihrenden relativistischen Korrekturen; sie treten zu den aus dem Wasserstoffpro-
blem bekannten Korrekturen (Spin-Bahn-Kopplung, Zitterbewegung, relativistische
Energie-Impuls-Beziehung, Kapitel 41 in [3]) hinzu.
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Abbildung 22.2 Das elektrische Feld einer ruhenden Ladung ist sphirisch (links). Das
Feld (22.23) der bewegten Ladung ist dagegen in Bewegungsrichtung reduziert und senk-
recht dazu verstirkt (rechts). Das links gezeigte Feld E’ ist dasjenige im Ruhsystem IS’ der
Ladung, das rechts gezeigte E dasjenige in einem Inertialsystem, in dem sich die Ladung
bewegt.

Relativistische Effekte

Fiir v — ¢ weicht das E-Feld in (22.14) stark von der Kugelsymmetrie des E’-
Felds ab. In IS betrachten wir die Abhingigkeit des Felds vom Winkel ¢ zwischen
v und dem Vektor r = (—v¢, b, 0) von der Ladung zum Beobachtungspunkt:

vV-r vt

cosp = ——=—— (22.21)
vr r
Wir verwenden die Umformung
= PP+ (v =r2+ (= 1) (w)? (22.22)

2.2 (1 1 2 2.2 v? )
= roy (—2+(1——2)cosg))=ry(1——2$1ng0)
Y Y c

Damit wird das E-Feld aus der ersten Zeile von (22.14) zu

o
_yqr _qr )
E = =3 Y (22.23)
(1 -2 sin <p)

Dies bedeutet, dass das Feld — verglichen mit dem einer ruhenden Ladung — parallel
zu v schwicher und senkrecht dazu stérker ist (Abbildung 22.2). Insbesondere gilt

\E| ) (¢ =0, m)
q/r? 1

V1—v2/c?

(22.24)
(¢ = £7/2, £37/2)
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Dopplereftekt

Das Vektorpotenzial der monochromatischen, ebenen Welle (20.16) lautet
A(r,t) =Re Ag exp[i(k-r —wt)] =Re Ag exp [ — ik"xq ] (22.25)
Im letzten Ausdruck wurde die Phase
ot —k-r =k%x, (22.26)

als Skalarprodukt von (x,) = (ct, —r) mit der indizierten Grof3e

()= (= k) (22.27)
geschrieben. Wir begriinden, dass k% ein Lorentzvektor ist: Eine Quelle sende eine
endliche Anzahl von Wellenbergen aus; diese Anzahl ist gleich der Phasendifferenz
zwischen dem Anfang und dem Ende der Welle geteilt durch 2t. Durch die Lorentz-
transformation kann diese diskrete Zahl nicht geéndert werden; denn jeder Knoten
der Welle (mit E = B = 0) bleibt bei der Lorentztransformation erhalten. Daher
muss die Phase k“x, ein Lorentzskalar sein. Da x, ein Lorentzvektor ist, muss dies
auch fiir k* gelten, also

K= Ay kP (22.28)

Nach (20.17) gilt
Kky =0’/ —k* =0 (22.29)

Die elektromagnetische Welle (22.25) wird in einem anderen Inertialsystem IS’
durch die entsprechend transformierten Gréfen beschrieben. Dabei bleibt die Pha-
se k%xq = k’%x|[, invariant. Das gilt auch fiir (22.29); aus o? = ¢2k? wird daher
6()/2 — C2 k/2.

Als Anwendung von (22.28) betrachten wir den Dopplereffekt. Eine Quelle sen-
de eine Welle aus, die im Ruhsystem RS = IS’ der Quelle die Frequenz o’ = wgs
habe. Die Quelle, also IS’, bewege sich relativ in IS mit der Geschwindigkeit
v = ve, = vey, Abbildung 22.3. Ein in IS ruhender Beobachter misst die Fre-
quenz w, die im Allgemeinen von o’ abweicht. Diese Frequenzinderung wird als
Dopplereffekt bezeichnet. Der Dopplereffekt wird durch die Relativbewegung zwi-
schen Quelle und Empféinger verursacht.

Fiir die spezielle Lorentztransformation (22.3) schreiben wir die 0-Komponente
von (22.28) an:

kO —vk!
K0 = K ZVk/C et wps = y (@ — vk (22.30)

-2

Dabei gibt k' = '/c = wgs/c die Frequenz in IS’ an, also im Ruhsystem der
Quelle. Dagegen ist ck’ = w die Frequenz in IS, also die Frequenz, die ein in IS
ruhender Beobachter misst.
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s Q * Q *
y y v v

k k
/7
Qx X B \V B \V
} X
vt longitudinaler D. transversaler D.

Abbildung 22.3 Unter Dopplereffekt versteht man die Frequenzverschiebung, die ein Be-
obachter B fiir eine bewegte Quelle Q misst. Zur Berechnung des Effekts fiihrt man ein IS’
ein, in dem die Quelle momentan ruht (links). Aus dem Wellenvektor &' in IS’ erhilt man
durch Lorentztransformation den gesuchten Wellenvektor (k#) = (w/c, k) in IS. Die Fre-
quenzverschiebung hingt vom Winkel ¢ zwischen k und der Relativgeschwindigkeit v ab.
Man unterscheidet die Spezialfille des longitudinalen und des transversalen Dopplereffekts
(rechts).

Wegen v = ve, gilt
vk1=v~k=vkcos¢=vgcos¢ (22.31)
c

Dabei ist ¢ der Winkel, den der Beobachter in IS zwischen der Ausbreitungs-
richtung k der Welle und der Geschwindigkeit v der Quelle sicht. Wir setzen (22.31)
in (22.30) ein und I6sen nach w auf:

V1—viel Dopplereffekt (22.32)
w = W e .
RS 1 (v/c) cos PP

Der Dopplereffekt ist die Anderung wgs —  aufgrund der Bewegung der Quelle.
Der Faktor 1 — (v/c) cos ¢ ist ein kinematischer Effekt, der bereits aus der Galilei-
transformation folgt. Der Faktor (1 — v?/c?)!/? ist dagegen ein relativistischer Ef-
fekt, der der Zeitdilatation entspricht. Dieser Faktor ist im relativistischen Grenzfall
wichtig.

In erster Ordnung v/c erhalten wir aus (22.32) den linearen oder longitudinalen
Dopplereffekt

® ~ wgs (1 + ; cos ¢>) (v < ¢) (22.33)

Fiir ¢ = m/2 verschwindet der lineare Beitrag und wir erhalten den quadratischen
oder transversalen Dopplereffekt

2
® ~ wgs (1 — 2”—cz> w<e ¢=m/2) (22.34)
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Im nichtrelativistischen Fall wird der quadratische Dopplereffekt normalerweise
vom linearen iiberlagert und ist dann nicht zu beobachten.
Wir betrachten den relativistischen Grenzfall v — ¢ fiir ¢ = O und ¢ = 7:

1~ % ¢=0)

® = wgs - (22.35)
1-— U/C v—cC .
14+v/c — 0 ¢ =m

Bewegt sich eine Quelle auf uns zu (¢ = 0), so geht die beobachtete Frequenz w
fiir v — ¢ gegen unendlich. Das Licht einer Quelle, die sich von uns weg bewegt
(¢ = m), wird dagegen fiir v — c¢ immer energiedrmer, @ — 0. Im Grenzfall
v — ¢ konnen wir die Quelle nicht mehr sehen.
Die Frequenzverschiebung wird durch die dimensionslose Rotverschiebung z
ausgedriickt:
oMo ers (22.36)
)"RS w
Im sichtbaren Bereich (20.47) des elektromagnetischen Spektrums bedeutet z > 0
eine Verschiebung zum roten Ende hin. Die Bezeichnung ,,Rotverschiebung® wird
im gesamten Spektrum fiir die Aussage z > 0 verwendet; gelegentlich wird auch
der Rotverschiebungsparameter z selbst ,,Rotverschiebung® genannt.

Anwendungen

Eine Anwendung der Dopplerverschiebung ist die Radarfalle der Polizei. Ein Ra-
darstrahl wird auf ein fahrendes Auto gerichtet. Wenn das Auto sich mit der Ge-
schwindigkeit v = |v| entfernt, empfingt es diesen Strahl mit der Rotverschie-
bung z = v/c. Das Metall des Autos reflektiert eine Welle mit der verschobe-
nen Frequenz. Wegen der Bewegung des Autos kommt die reflektierte Welle mit
einer nochmaligen Verschiebung bei der Radarfalle an, also mit z = 2wv/c. Fiir
v = 50km/h ist z = 1077; fiir vgs = 10'° Hz ist die Frequenzverschiebung dann
Av = vgg z = 103 Hz. In der Radarfalle fiihrt eine Uberlagerung der ausgesandten
und der reflektierten Welle zu einem Signal mit der Frequenz Av; dieses Av kann
leicht gemessen werden.

Dopplerverschiebungen gibt es auch bei Schallwellen. Man kann sie bei einem
schnell vorbeifahrenden, hupenden Auto beobachten. Wihrend das Auto auf einen
zuféhrt, ist der Hupton hoher, wihrend es sich entfernt, ist der Ton tiefer. Zuerst
kommen die Wellenberge in kiirzeren zeitlichen Abstinden an (also mit grofe-
rer Frequenz), dann in gedehnten Abstinden (mit kleinerer Frequenz). Dieses Bild
macht die Frequenzverschiebung plausibel.

Die Analogie zwischen Schall- und Lichtwellen gilt nur bedingt. Insbesondere
breitet sich Licht im leeren Raum aus, wihrend Schall ein wellentragendes Medium
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(etwa Luft) bendtigt. Beim Schall ist das IS, in dem das Medium ruht, ausgezeich-
net. Die Resultate hiingen von den Geschwindigkeiten der Quelle und des Beobach-
ters in diesem IS ab, und nicht nur wie in (22.23) von der Relativgeschwindigkeit.
Im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten gilt aber (22.33) auch fiir den Schall (wo-
bei ¢ die Schallgeschwindigkeit ist). Fiir v — ¢ ergeben sich jedoch wesentliche
Unterschiede.

Atome emittieren und absorbieren Licht an bestimmten Stellen des elektro-
magnetischen Spektrums; dies fiihrt zu einer Linienstruktur, die fiir jede Atomsorte
charakteristisch ist. Auf der Erde erreicht uns Licht von Sternen und Galaxien, in
dem solche Linienstrukturen enthalten sind. Gegeniiber der bekannten, auf der Er-
de gemessenen Linienstruktur findet man dabei oft Verschiebungen der gesamten
Struktur. Ein Grund fiir diese Verschiebung ist der Dopplereffekt bei bewegter Quel-
le. Licht von einem Doppelsternsystem zeigt zum Beispiel periodische Dopplerver-
schiebungen. Daraus kann die Bahnperiode der Keplerellipsen abgelesen werden,
auf denen sich die beiden Sterne umkreisen.

Bei Licht von Sternen und Galaxien gibt es noch andere Ursachen fiir Fre-
quenzverschiebungen. Zum einen erleidet Licht von einer Sternoberfliche eine
Gravitationsrotverschiebung, wenn es das Gravitationsfeld des Sterns verldsst. Zum
anderen kommt es aufgrund der Expansion des Kosmos zur kosmologischen Rotver-
schiebung im Licht weit entfernter Galaxien. Wir stellen die drei erwihnten Effekte
in der niedrigsten Ndherung gegeniiber:

v/c Dopplerrotverschiebung

7= — Dyray/ 2 Gravitationsrotverschiebung (22.37)
HD/c Kosmologische Rotverschiebung

Der erste Fall gilt fiir eine Quelle (Stern), die sich mit der Geschwindigkeit v ent-
fernt. Im zweiten Fall ist @4,y < 0 das Newtonsche Gravitationspotenzial an der
Sternoberfldche, von der das Licht ausgeht. Im dritten Fall ist D der Abstand der
Quelle (Galaxie) und H ist die Hubble-Konstante, die die gegenwirtige Expansion
des Kosmos bestimmt (1/H =~ 20 Milliarden Jahre).

Aberration

In IS gebe es eine Welle, die entlang der z-Achse einféllt (Abbildung 22.4). Thr
Wellenvektor lautet

(k"‘) = (w/c,k) = (k,0,0, —k) (22.38)
Mit der Transformation (22.3) gehen wir nun zu IS’ iiber. In IS’ ist der Wellenvektor
von der Form

(k) = (o fc. K') = (k/O, —y 2 k0, —k) (22.39)
C
In IS’ schlieBt der Vektor k' dann einen Winkel ¢, mit der z’-Achse ein:
k/l U/C
fangy = -~ = ot (22.40)

k31022
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IS | z IS 17

N Abbildung 22.4 Eine ebene Welle mit dem
, Wellenvektor k in IS hat in IS’ einen etwas an-
k k ders gerichteten Wellenvektor k'. Hiermit kann
die Aberration erkliart werden: Die Bahnbewe-
gung der Erde um die Sonne fiihrt dazu, dass

| X sich ein bestimmter Stern auf einem kleinen
vt X Kreis zu bewegen scheint.

Wir stellen uns vor, dass das Licht in IS’ beobachtet wird. Dann ist ¢, die Anderung
der Richtung der Welle aufgrund der Bewegung des Beobachters.
Im nichtrelativistischen Grenzfall gilt

(v <) (22.41)

o<

Pa ~

So wie der lineare Dopplereffekt ist dies ein kinematischer Effekt, der sich auch aus
der Galileitransformation ergibt. Im Gegensatz zum Dopplereffekt spielen relativis-
tische Effekte (also der Faktor y in (22.40)) praktisch keine Rolle.

Eine bekannte Anwendung ist die scheinbare Anderung von Sternpositionen
aufgrund der Bewegung der Erde um die Sonne. Das System IS sei das Ruhsystem
der Sonne, und IS’ sei ein momentan mit der Erde mitbewegtes System. Fiir die
Erdumlaufbahn gilt v/c ~ 10~*. Daher beschreibt ein Stern, der senkrecht zur
Umlaufbahn steht, im Laufe des Jahres einen Kreis mit einem Offnungswinkel g, &
1074 (180 - 3600” /) ~ 20". Die Formel (22.41) fiir diese Aberration wurde 1728
von dem Astronomen Bradley angegeben.
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Aufgaben
22.1 Invarianten des elektromagnetischen Felds

Wie transformieren sich E2 — B% und E - B unter Lorentztransformationen?
Driicken Sie dazu die beiden Ausdriicke durch den Feldstirketensor und den dualen
Feldstirketensor aus, oder transformieren Sie die elektromagnetischen Felder.

22.2 Felder einer vorbeifliegenden Ladung

z Eine relativistisch bewegte Ladung ¢ hat die
Bahnkurve r(¢) = vt e, + b e;. Berechnen Sie
q v die integrierten Felder
*—»
T o0 o
b / dtE und / dt B
—00 —00
l - die ein Detektor bei r = 0 misst. Spalten Sie
Detektor * dazu die Felder in zu v parallele und senkrechte
Anteile auf.

22.3 Energiestrom einer gleichformig bewegten Ladung

Eine Punktladung ¢ bewegt sich mit konstanter nichtrelativistischer Geschwindig-
keit v. Berechnen Sie die Energiedichte wep, und den Poyntingvektor S. Wie grof3
ist der Energiestrom § da - S durch eine Kugeloberfliche a, in deren Zentrum sich
momentan die Ladung befindet?

22.4 Ladung ist unabhdngig von der Geschwindigkeit

Eine Punktladung g bewegt sich mit konstanter relativistischer Geschwindigkeit v.
Berechnen Sie das Integral 55 3 da - E iber das elektrische Feld E und eine ruhende,
geschlossene Flache a, die die Ladung einschlieBt. Betrachten Sie zunéchst eine
Kugeloberfliche mit dem Teilchen im Zentrum. Zeigen Sie dann, dass das Ergebnis
nicht von der Form der Flidche abhéngt. Das Ergebnis Sﬁa da - E = 4mgq impliziert,
dass die Ladung unabhiéngig von der Geschwindigkeit ist.

22.5 Elektromagnetische Massen der bewegten geladenen Kugel

Eine homogen geladene Kugel (Radius R, Ladung ¢) wird als Modell eines Teil-
chens betrachtet. Geben Sie die Energie W., der elektromagnetischen Felder der
ruhenden Kugel an. Durch We, = my ¢? wird eine Ruhmasse m definiert.

Die Kugel bewegt sich nun mit konstanter, nichtrelativistischer Geschwindig-
keit v. Berechnen Sie den Impuls P.y, des elektromagnetischen Felds der bewegten
Kugel (vernachlissigen Sie Terme der relativen GroBe v2/c?). Durch Pey = m v
wird eine andere Masse m definiert. Vergleichen Sie m mit my.
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22.6 Zur Aberration

I IS/ Eine im Inertialsystem IS’ ruhende Quelle sen-
y y' det eine ebene Welle mit der Frequenz o’ =
wrs und mit dem Wellenvektor

k
{ k' =k'cos¢’ e, +k'sing’ ey
A v aus. Die Quelle und IS’ bewegen sich relativ zu
einem Beobachter in IS mit der Geschwindig-
keit v = v e,. Unter welchem Winkel ¢ zur x-

Qx x' Achse sieht der Beobachter die Welle? Geben
: x Sie die Beziehung zwischen ¢ und ¢’ an.




23 Beschleunigte Ladung

Wir berechnen das Feld einer beliebig bewegten Punktladung. Im Gegensatz zur
gleichformig bewegten Ladung des vorigen Kapitels strahlt eine beschleunigte
Ladung elektromagnetische Wellen ab. Die Winkelverteilung dieser Strahlung wird
untersucht. Die Strahlungsverluste von Linear- und Kreisbeschleunigern werden
gegeniibergestellt',

Eine Punktladung mit der Bahn r((¢) hat die Ladungs- und Stromverteilung
or,1) =q8(r—ro()), J(r. 1) =q ro(t) 8(r —ro(t)) (23.1)

Der prinzipielle Weg zur Berechnung der Abstrahlung ist folgender: Die Quellterme
(23.1) werden in die retardierten Potenziale (17.32)- (17.33) eingesetzt. Diese Inte-
grale werden ausgewertet. Aus den resultierenden Potenzialen werden die elektro-
magnetischen Felder und schlie3lich der Poyntingvektor berechnet. Die Ableitung
kann wesentlich vereinfacht werden, indem die Potenziale zunichst im momenta-
nen Ruhsystem bestimmt werden.

In den retardierten Potenzialen A%

ret(r, t) geht die Ladungsverteilung zur retar-
dierten Zeit

— t
PR Lt (U (23.2)

c
ein. Den Vektor vom Ort Q der Ladung zum Beobachtungspunkt P (Abbildung 23.1)

bezeichnen wir mit

R(tret) =1 — 1ro(trer) (23.3)
Fiir die Grofe
(R*) = (c(t —tre), r —roltre)) = (R, R) (23.4)
folgt aus (23.2)
R Ry = (1 — tre)> — |r — o> = 0 (23.5)

Dies gilt in einem beliebigen IS. Daher ist Ry R* ein Lorentzskalar und R, ein
Lorentzvektor. Fiir die Nullkomponente gilt

RO=Ry=c(t—tw) =|R| =R (23.6)

IDieses Kapitel kann auch iibersprungen werden. Im Anschluss an Kapitel 24 sollte dann der
letzte Abschnitt ,,Strahlungsverlust* gelesen werden und die in Abbildung 23.3 und 23.4 dargestell-
ten Ergebnisse sollten zur Kenntnis genommen werden.
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IS |y
Teilchen- P: A% (r.t) =2
bahn ret(7s 1)
R=r—ry
r
v Q Abbildung 23.1 Am Ort P soll das
Potenzial A%(r, t) einer beschleunig-
70 (tret) ten Punktladung berechnet werden.
Zur Zeit t.o befindet sich die Punkt-
ladung an der Stelle Q und hat die
X Geschwindigkeit v = v(f).

In Abbildung 23.1 ist die Position ro(#.;) der Ladung gezeigt. Wir betrachten nun
das Inertialsystem IS’, das sich mit v = ro(f) relativ zu IS bewegt; iiber fe aus
(23.2) hdngt IS’ von ¢ und r ab. In IS’ ruht die Ladung momentan. Daher konnen
die Potenziale in IS’ leicht angegeben werden:

q q

@ (r',t) = =
(7 ,
re Ir' —ry(te)] Rt

A, t)=0 (23.7)

Formal kann man dies auch durch Einsetzen von o'(r", ") = g §(r' — r((¢')) und
j ' =01in (17.32) und (17.33) erhalten. Aus (23.7) erhalten wir die Potenziale in IS
durch die Lorentztransformation A% = A‘é(—v) A’P. Wir vermeiden die explizite
Ausfiihrung dieser Transformation, indem wir (23.7) in kovarianter Form schreiben.
Zur Bildung dieser kovarianten Form kommen die 4-Vektoren R* und u* in Frage.
Im momentanen Ruhsystem IS’ gilt

W' = (c,0), (RPug) =cR’ (in18) (23.8)

Daher reduziert sich der Ausdruck
qu®
uﬂ R ﬂ ret

A%(r,t) = (Liénard-Wiechert-Potenziale) (23.9)

in IS auf (23.7). Der Index ,ret“ besagt, dass die entsprechende GroBe zur retar-
dierten Zeit ¢ zu nehmen ist.
Die Giiltigkeit der Liénard-Wiechert-Potenziale folgt aus:

1. Die Gleichung (23.9) wird im momentanen Ruhsystem IS’ zu (23.7). Damit
ist (23.9) in IS’ richtig.

2. Die Gleichung (23.9) ist kovariant. Wenn (23.9) in einem bestimmten Iner-
tialsystem gilt, dann folgt daraus die Giiltigkeit in einem beliebigen Inertial-
system.
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Mit (A%) = (@, A), @) =y (¢, v) und (R¥) = (R, R) wird (23.9) zu

q q v
o, t) = —| , A(r,t) = - ——— 23.10
r.0) R—R-v/c ret r. 1) CR—R-U/Cret ( )
Hiermit konnen die elektromagnetischen Felder
1 0A(r,t
E——gaddr.— 220D g iAG. (23.11)
c

at

berechnet werden. Dies erfordert einige Zwischenrechnungen, weil die Potenziale
(23.10) als Funktionen von

R=R(r, ter) und v =0(ter) (23.12)

gegeben sind. Fiir die Felder (23.11) miissen die Potenziale nach r und ¢ abgeleitet
werden; hierbei ist t,er = te(r, t) zu beriicksichtigen.

Die Groflen R(r, trer) und te¢(r, t) sind in (23.2) — (23.4) definiert. Wir differen-
zieren R? = R? partiell nach f,

oR oR .
2R =2R- =—2R -ro(tyer) = —2R-v (23.13)
0 tret 0 tret
Damit erhalten wir
B_R _ OR 0tret _ R - v 0ty (23.14)
ot Otwet Ot R ot

Wegen R = RO = ¢ (t — trer) gilt andererseits

oR 0 tret
—=c(1 — ) (23.15)
ot ot
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt
at, 1 1
® = = (23.16)
at 1—R-v/Rc 1—-P-¢
wobei
g=" ud e =X (23.17)
= — u = — .
c R R

Wir differenzieren nun noch R = R? = ¢ (t — f¢;) nach den Koordinaten,

VR = Ve (t — tre)) = —¢ Vet

VR = R 9R (23.18)
Vir—ro =—4— V¢
|r ro(fret) | R =+ T ret
Wir setzen die rechten Seiten gleich und verwenden 0R /0ty = —R - v/R aus

(23.13). Damit erhalten wir

1 R 1 e

Vier=———— = — —
el ¢c R—R-v/c cl—PB-e

(23.19)
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ty Abbildung 23.2 Die Position einer
gleichformig mit v = v e, bewegten
Ladung zur Zeit f, sei Q (wie in Ab-
bildung 23.1). Zur Zeit ¢, zu der die
Felder berechnet werden sollen, ist
die Ladung dann an einer anderen Po-
sition Q. Aus der Abbildung kénnen
Beziehungen zwischen den auftreten-
den Lidngen abgelesen werden. Zur
Zeit t = 0 hat die Ladung den kiir-
zesten Abstand zum Beobachtungs-
punkt P; fiir die eingezeichnete Posi-
tion ist # negativ.

Mit (23.16) und (23.19) sind die Voraussetzungen geschaffen, um die Ableitungen
in (23.11) mit (23.10) auszufiihren. Nach einigen Zwischenrechnungen erhilt man

q(ex— B) q ex x [(ex — B) x B]
E(r,t) = 23.20
-0 R2y2 (I-p8- eR)3 ret cR(—-p- eR)3 ret ( )
und
B=e,xE (23.21)

Der erste Term in (23.20) ist gleich dem Feld (22.14) der gleichférmig bewegten
Ladung; er ist proportional zu 1/R?2. Der zweite Term ist proportional zu 1/R und
verschwindet fiir 8 = const. Er fiihrt zu einer Energiestromdichte S oc 1/R? und
einem endlichen Wert fiir die abgestrahlte Leistung.

Die Ubereinstimmung des ersten Terms in (23.20) mit (22.14) ist nicht offen-
sichtlich, weil in (23.20) die Position Q der Ladung g zur Zeit t,. eingeht, wihrend
sich (22.14) auf die Position Q" zur Beobachtungszeit ¢ bezieht. Die geometrische
Situation zusammen mit den hier und in Kapitel 22 benutzten Groflen ist in Abbil-
dung 23.2 skizziert. Aus dieser Skizze kann man ablesen:

QQ = v(t —te) = BR
NQ = QQ' cosf = (B-ex)R (23.22)
NP = R-NQ = (1-8-¢)R

Damit konnen wir folgende Verbindung herstellen:

(1—B-eR)’ = NP*=QP " —NQ " = 0>+ v*> — (BR)*sin’0

b2 4 )/21)2 t2

= b> 40’1’ — pA? = i (23.23)
Y
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Mit B - ey, =0und R ey, - e, = b erhalten wir

(B=0) qleg =By  _ qyb
R2y2 (1 _ ﬂ . eR)3 (b2 + J/2 v2t2)3/2

Ey (23.24)

Fiir £ ist damit die Ubereinstimmung von (22.14) mit dem ersten Term in (23.20)
gezeigt. Mit R (e —B), = BR—vt — BR = —vt folgt der entsprechende Zusam-
menhang fiir E,.

Strahlungsfeld

Das Strahlungsfeld einer beschleunigten Ladung ist durch den zweiten Term in
(23.20) gegeben:

geg x [(eg—B) x B]
cRA-B ) |

Hieraus folgt fiir die radiale Komponente der Energiestromdichte

Ey(r,t) =

, By = ey X Egy (23.25)

c

2 B -
:HeR'(EstrXBstr)— 9 lex X [(ex — B) x B1|

S- =
r 47c R? (1—B-ep)°

(23.26)

ret

Durch das Flichenelement R?d$2 geht die Leistung dP = S - ep R?d$2, also

AP _ pog , _ 40 lexxLiex—B) x BIP
e R 4me (1—B-e)°

(23.27)

ret

Dabei ist d P die Energie pro Zeitintervall d¢, die durch das Raumwinkelelement
d$2 geht. Vom Standpunkt des abstrahlenden Teilchens ist es naheliegend, die pro
Zeitintervall d t,e; abgestrahlte Energie zu betrachten. Dieser Energiestrom d P’ er-
gibt sich zu

dP’ _dP 3t (16 ¢7 legx[(ex—B) x 1P

= (23.28)
d2  d2 9t 4 (1—B-e)

Wir werten diesen Ausdruck fiir die beiden Sonderfille 8 << 1 und B || ﬁ aus.
Dabei verwenden wir die Winkel 6 und 6’:

cosh = & B , cosf = ﬂ (23.29)
B B
Im nichtrelativistischen Grenzfall reduzieren sich (23.27) und (23.28) auf
P _dP_ gy wo (23.30)
— = = v° sin v .
2~ d2  4ned ¢
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Fiir B || B gilt & = 6’. Dann wird (23.28) zu

dp’ 9> ., sin” 0
= )
ds2  4nc® (1 — B cosh)’

@ || 9) (23.31)

Diese Winkelverteilung ist in Abbildung 23.3 und 23.4 als Funktion des Winkels
dargestellt. Mit zunehmender (relativistischer) Geschwindigkeit verschiebt sich der
Strahlungskegel in Vorwirtsrichtung. Zugleich nimmt die Strahlungsleistung stark
Zu.

Beschleunigte Elektronen werden zur Erzeugung von Rontgenstrahlen benutzt:
In einer Vakuumrohre wird eine hohe Spannung (etwa 5 keV bis 10 MeV) zwischen
Kathode und Anode gelegt. Die Elektronen treten aus der beheizten Kathode aus,
durchlaufen die Potenzialdifferenz V und prallen mit hoher Energie auf die An-
ode. Dort werden sie im Coulombfeld der Atomkerne abgelenkt und abgebremst.
Etwa 1% ihrer Energie wird als Bremsstrahlung abgegeben; dies ist die gewiinschte
Rontgenstrahlung. Die restliche Energie wird in Wiarme umgewandelt. Die Brems-
strahlung hat eine kontinuierliche Frequenzverteilung, die bei fiwm,x = eV ab-
bricht.

Strahlungsverlust

Die Winkelintegration iiber (23.30) ergibt

2¢°
P=——0 <o) (23.32)
3¢3
Fiir relativistische Geschwindigkeiten erhélt man die Strahlungsleistung P durch
Winkelintegration iiber (23.27) oder aus der kovarianten Verallgemeinerung von
(23.32). Wir gehen den zweiten, einfacheren Weg.

Die abgestrahlte Leistung P ist elektromagnetische Feldenergie pro Zeit, also
dEg = Pdt = P dx"/c. Die Energie Eg; des elektromagnetischen (Strahlungs-)
Felds ist die 0-Komponente eines 4-Vektors, (18.60). Da dx" ebenfalls eine solche
0-Komponente ist, muss

P ist ein Lorentzskalar (23.33)

gelten. Wir suchen nun einen Lorentzskalar, der sich fiir v/c — 0 auf (23.32) re-
duziert. Die relativistische Verallgemeinerung von dv/dt ist du®/dt; dabei ist u®
die 4-Geschwindigkeit und dt das Eigenzeitintervall. Die naheliegende Verallge-
meinerung von (23.32) ist daher

p—_ -4 @ da 2334
3¢3 dr drt ( )

Dieser Ausdruck ist richtig, weil er kovariant ist und weil er sich fiir v/c — 0 auf
die als richtig bekannte Gleichung (23.32) reduziert.
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<1
eR/ p
0)=dP'/ds2
P / (dP'/dS2) e,
0
v, 0 v

Abbildung 23.3 Die Strahlungsleistung (23.31) wird als Polarkoordinate p = dP’/dS2
im p-0-Diagramm aufgetragen (links). Dabei ist 6 der Winkel zwischen v || ¥ und der Aus-
strahlungsrichtung e,. Rechts ist die Strahlungsleistung d P’/d$2 sin? @ fiir B <« 1 ge-
zeigt. In Richtung von e, ist ein Vektor mit dem Betrag d P'/d 2 eingezeichnet; er ist pro-
portional zu 2. Fiir 8 < 1 ist die Abstrahlung unabhingig von der Richtung von v. Die
abgestrahlte Leistung ist proportional zu 2

B =05 B =0.8
(dP//dQ)eR (dP//d.Q)eR
v,V v, D
Reduktionsfaktor 1/3 Reduktionsfaktor 1/50

Abbildung 23.4 Winkelverteilung der Abstrahlung (23.31) einer beschleunigten Ladung
fir 8 = 0.5 und B = 0.8, jeweils fiir v || v. Mit zunehmender Geschwindigkeit wichst
die Strahlung stark an und ist immer mehr nach vorn gerichtet. Die Abbildungen 23.3 und
23.4 skalieren mit dem Wert von 2. Die Kurven in Abbildung 23.4 wiren in jeder Richtung
um den Faktor 3 beziehungsweise 50 zu strecken, wenn man sie in Abbildung 23.3 rechts
einzeichnen wollte und dabei jeweils denselben Wert von 92 voraussetzt.
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Wir berechnen die Ableitung der 4-Geschwindigkeit:

du” dwu® d 0
) u*) y—(yc,yv)=y4vc—zv(c,v)+y2(0,i))

e U Tar T
. . 2
oy fv-v v LAY
= <_c (1 C2>v> (23.35)

Damit wird (23.34) zu

pola 6(1.,2_<vx:>>2)

= 23.36
3¢3 c? ( )
Hieraus folgen die beiden Spezialfille
2> (dv Y 2¢2 (dp\’ .
P=— — | = —— | — 23.37
33 7 (dr) 3m2e3 \dr @lv) (23-37)
24> 4 (dv 2 24> > (dp 2 .
p = -1 =) = = € 23.38
337 (dt) 3m23 Y \an (v L) (23.38)

Die jeweils ersten Ausdriicke ergeben sich unmittelbar aus (23.36). Die jeweils
zweiten Ausdriicke mit dem relativistischen Impuls p = my v erhilt man, wenn
man dy /dt = y>v - v/c? beriicksichtigt. An diesen zweiten Ausdriicken erkennt
man: Bei gleicher Grofle der beschleunigenden Kraft (gleiches |dp/dt]) ist die
emittierte Strahlung fiir v L v um einen Faktor y2 groBer als fiir v || 0.

In Beschleunigern sollen Teilchen auf hohe Energien gebracht werden. Die
Strahlungsleistung P reduziert die Energie der Teilchen; wir sprechen daher von
Strahlungsverlusten. Wir diskutieren die relativistischen Strahlungsverluste fiir
einen Linear- und einen Kreisbeschleuniger.

Linearbeschleuniger

Wir schitzen die Strahlungsverluste eines relativistischen Elektrons (v =~ ¢, ¢ =

— e, Masse m.) in einem Linearbeschleuniger ab. Am Linearbeschleuniger SLAC in

Stanford/USA werden Elektronen auf einer Strecke von 3 km auf 50 GeV gebracht.

Wir berechnen die Strecke ¢, auf der die Energie des Elektrons mec2 = 0.5MeV
erhoht wird:

¢ mec? . 0.5MeV B

" dE/d¢  50GeV/3km

Fiir den hochrelativistischen Fall (£ > mecz) gilt £ = (me2 A+ pz)l/ 2x ¢ p
und v & ¢. Daraus folgt

(23.39)

dp _d(E/c) dE _mcc?
dt dt/c — dt ¢

(23.40)
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Wir setzen dies in (23.37) ein und berechnen so die lings der Strecke £ ~ 3cm
abgestrahlte Energie A Eg;:

AEc. X P -~ — 0%3-10_8V
. ¢ 3mgcd \ (L 3em/A ©
(23.41)

Hierbei wurde e2/A = 14.4 eV verwendet. Der resultierende Energieverlust ist ver-
nachlissigbar klein (verglichen mit dem Energiegewinn AE = mec?> ~ 5-10° eV).
Dies gilt auch fiir andere Teilchen und Energien in einem Linearbeschleuniger.

¢ 22 (mec?\ € 2 21446V
c 3¢ 3

Speicherring

Geladene Teilchen, die sich mit konstanter Geschwindigkeit | v| auf einem Kreis be-
wegen, sind beschleunigt und geben elektromagnetische Strahlung ab. Diese Strah-
lung hei3t Synchrotronstrahlung nach dem gleichnamigen Beschleunigertyp. Die
Strahlungsverluste aufgrund der Kreisbeschleunigung sind ein zentrales Problem
von Kreisbeschleunigern und Speicherringen der Hochenergiephysik. Andererseits
ist die Synchrotronstrahlung ein wichtiges Untersuchungsmittel fiir andere Zweige
der Physik, insbesondere fiir die Festkorperphysik.

Fiir ein relativistisches Teilchen auf einer Kreisbahn (Jv| = const. & ¢) mit dem
Radius R, ist die Beschleunigung

d 2 2
a_vye (23.42)
dt R, R,
Damit wird (23.38) zu
2¢ q2 y 4
P~ — (23.43)
3 R?

Die Strahlungsverluste steigen mit der vierten Potenz von y oder der Energie an.
Als Beispiel betrachten wir Elektronen (. ¢2 = 0.5MeV) in der Hadron-Elektron-
Ring-Anlage (HERA) in Hamburg (Radius R, =~ 1km). Fiir Elektronen mit der
Energie E = y mec> = 30GeV gilt y* ~ 1.3 - 10'°. Damit betriigt der Energiever-
lust A Eg, nach einem Umlauf

2nR, 4m 4 2 ~5.4.10" 14.4eV

— "~ 80MeV (2344
" R km/A (23.49)

AEg. = P ma
Diese Energie muss jeweils wihrend einer Umlaufzeit 2R, /c &~ 2 - 107> s iiber-
tragen werden, damit die Energie des betrachteten Elektrons konstant bleibt.

Zur Verringerung der Energieverluste kann man den Radius R, des Speicher-
rings oder des Kreisbeschleunigers grofler machen; bei vorgegebener Energie £ =
y mc? ist dies nach (23.43) der einzige zu beeinflussende Parameter. So hat der
Large-Elektron-Positron-Storage-Ring (LEP) am CERN in Genf einen Radius von
etwa R, ~ 4.3 km und erreicht Teilchenenergien von 100 GeV.
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Wegen der groflen Strahlungsverluste (23.44) werden fiir noch hohere Energi-
en nur Linearbeschleuniger geplant. In Planung sind Linearbeschleuniger, die fiir
Elektronen Energien der GroBe 1 TeV = 102 eV erreichen sollen.

Aufgaben
23.1 Retardierte Potenziale der gleichformig bewegten Ladung

Bestimmen Sie die retardierten Potenziale @ und Ay einer gleichférmig beweg-
ten Punktladung. Geben Sie auch die elektromagnetischen Felder an.



24 Dipolstrahlung

Wir berechnen die Strahlung, die von einer oszillierenden Ladungsverteilung aus-
geht. Die oszillierende Ladungsverteilung kann zum Beispiel eine UKW-Sende-
antenne oder ein klassisches Elektron auf seiner Kreisbahn im Atom sein (Abbil-
dung 24.1). Wir beschréiinken uns auf den nichtrelativistischen Fall.

Die Quellverteilung soll periodisch sein:
Jjér' 1)y =Re (j*(r') exp(—iwt)) (24.1)

Fiir den Ortsanteil j%(r’) fiihren wir keinen neuen Buchstaben ein; auBerdem
schreiben wir das Re-Zeichen im Folgenden meist nicht mit an. Diese Notation
verwenden wir auch fiir die elektromagnetischen Felder und ihre Potenziale. Die
Ladungsverteilung sei auf einen endlichen Bereich begrenzt:

beliebig (r' < Rop)

0 ' > Ro) (24.2)

o=
Wir wollen das Feld in groBem Abstand r bestimmen. Dazu entwickeln wir die re-
tardierten Potenziale nach Potenzen von Ro/r. Der niedrigste Beitrag zur Strahlung
kommt vom Dipolmoment der oszillierenden Ladungsverteilung.
Wir setzen (24.1) in das retardierte Vektorpotenzial (17.33) ein:

1 . /, t— _ !
Ai(r. 1) = - / S ACT el Lil lV) (24.3)
c |r—r’|
1 ik|lr —r
— - exp(—iwt) /d3r’j(r’) CXPUKIF =D 4 (1) exp(—iwr)
c |r —r’|
Dabei haben wir die Wellenzahl o
k=— (24.4)
c

und den Ortsanteil des Vektorpotenzials eingefiihrt:

Ay = / B jy SRUKIr =) (24.5)
c |r —r/|

Hier und im Folgenden lassen wir den Index ,,ret* weg. Der Ortsanteil des Magnet-

felds ist B(r) = rot A(r). AuBerhalb der Ladungsverteilung gilt die Maxwellglei-

chung 0; E(r,t) = c rot B(r,t); sie ergibt —iw E(r) = c rot B(r). Im Bereich

r > Ro konnen daher alle Felder durch (24.5) ausgedriickt werden:

B(r)=V x A(r), E(@r) = % VxB(r) (> Ry (24.6)
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Dipolantenne Ladung auf Kreis

Abbildung 24.1 Zwei Beispiele fiir eine oszillierende Ladungsverteilung (24.1): Durch
einen hochfrequenten Wechselstrom werden die links gezeigten beiden Drihte gegenpha-
sig aufgeladen. Die Form der beiden Drihte ist typisch fiir eine UKW-Antenne. Die rechts
gezeigte Kreisbewegung einer Ladung kann als Uberlagerung von zwei oszillierenden Di-
polen, p; und p,, aufgefasst werden. Ein solches Bild legen wir der Berechnung der Ab-
strahlung in einem halbklassischen Atommodell zugrunde.

Die zeitabhidngigen Felder E(r, t) und B(r,t) ergeben sich hieraus wie in (24.1).
Das retardierte Potenzial @.¢ wird nicht benotigt; es ist wegen der Lorenzeichung
(17.10) auch keine von A unabhingige GroBe. Aus (24.6) kann der Poynting-
vektor und damit die abgestrahlte Leistung berechnet werden.

Fiir die folgenden Rechnungen setzen wir

Ry i Kr (Voraussetzungen) 24.7)

voraus; dabei ist A = 27t/ k = 27 c/w. Die Bedingung r > A kann dadurch erfiillt
werden, dass die Beobachtung (Messung der Felder mit einem Detektor, Empfang
der Radiowellen mit einer Antenne) in hinreichend groSem Abstand r ausgefiihrt
wird. Die Bedingung Ry < X schrinkt die Ladungsverteilung (24.1) durch

Row < c oder vmx K¢ (24.8)

ein. Die Verteilung (24.1) kann Ladungen enthalten, die mit der Frequenz w und der
Amplitude Rg hin- und heroszillieren. Ihre maximale Geschwindigkeit ist vyax =
Ry w; sie muss klein gegeniiber ¢ sein.

Im klassischen Wasserstoffatom bewegt sich das Elektron mit der Geschwin-
digkeit ve & 10~2¢, so dass (24.8) erfiillt ist. Bei einer UKW- oder Fernsehantenne
liegt zunichst die Frequenz w fest. Dann schrinkt Ry < XA die Grofie der Dipolan-
tenne ein. Eine Antenne wie in Abbildung 24.1 links ist allerdings fiir Ry ~ A/4 am
wirkungsvollsten. Eine kleinere Antenne strahlt weniger Leistung ab oder nimmt
als Empfangsantenne weniger Leistung auf.

Wir werten nun (24.5) unter der Einschriankung (24.7) aus. In (24.5) sind die
Vektoren r’ durch #’ < Rg beschrinkt. Wegen Ry < r konnen wir den Abstand
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|r — r’| nach Potenzen von r’ entwickeln:

3ol —r|
r—r=r+Y ———| - x{+..=r—e-r'+.. (24.9)
o o
Der Einheitsvektor ,
e =— (24.10)
r

zeigt vom Ursprung der Ladungsverteilung zu dem Punkt, an dem die Felder be-
rechnet werden sollen. Wir entwickeln die relevanten Teile des Integranden in
(24.5):

ﬁ _ %(1—1— e’r"/+...)=%(1+<9<r//r>) (24.11)

exp(ik|r —r'|) = exp(ikr) exp(—ike, -r’) (1 + (9(r//r)) (24.12)

Unter Vernachlidssigung der Terme der relativen GroBe r'/r wird (24.5) zu

1 ik
A(r) = - wfd%’ j(') exp(—ike, - ) (24.13)
c r
Bisher haben wir r > Ry ausgenutzt. Die in (24.7) auch enthaltene Bedingung

A > Ry ermoglicht die folgende Langwellenndiherung:

exp(—ike, -r') = 1 —ike,-r'£... =1+ O(Ry/1) ~ 1 (24.14)
Damit erhalten wir : ”
A(r) = - M/d%/ ja (24.15)
C r
Aus der Kontinuitétsgleichung folgt
do(r,t .. . . .
- Q;'t ) vty 2V iwer) =V i) (24.16)

Wir formen das Integral in (24.15) um,

/d3rj(r)=/d3r G-vyr 2 —/a’3rr(V-j) =—iw/d3rrg(r)
(24.17)
und fiihren das Dipolmoment der Ladungsverteilung ein:

p= /d3r ror),  p(t)= /d3r ro(r,t) = Re <p exp(—ia)t)) (24.18)
Fiir p und p(¢) verwenden wir ebenso wie fiir o(r) und o(r, t) denselben Buch-
staben. Wir setzen nun (24.17) mit (24.18) in (24.15) ein:

Alr) = —ikp ZRUKD (24.19)
r
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Strahlung
Abbildung 24.2 Fiir das Strahlungsfeld gilt E L e,, B L e, und B L E. Die Ener-
giestromdichte § = ¢ E x B/4m zeigt in Richtung von e,. Fiir die Abbildung wurde e,
in Richtung der maximalen Strahlungsleistung gewéhlt, e, L p. Dannist E || p und das
magnetische Feld B steht senkrecht zur Bildebene (®). Fiir einen optimalen Empfang muss
eine Empfangsantenne parallel zu E ausgerichtet werden.

Dies beschreibt eine auslaufende Kugelwelle. Das Dipolmoment p bestimmt die
Amplitude der Welle, die Frequenz der oszillierenden Ladungsverteilung legt die
Wellenzahl k = w/c fest. Wiren wir in (24.3) vom avancierten Potential A,, aus-
gegangen, hitten wir an dieser Stelle eine einlaufende Kugelwelle mitexp(—ikr)/r
erhalten. In diesem Fall wiirde die Quellverteilung die Strahlung absorbieren (zum
Beispiel eine UKW-Empfangsantenne).

Wegen

d exp(ikr) _ exp(ikr) (ik 1 ) ~ i XPUkT) L<r) (2420

dr r r r r

kann der Nabla-Operator bei der Anwendung auf (24.19) durch ike, ersetzt werden.
Mit (24.19) und V = ike, werten wir (24.6) aus:

B(r) = K (e x py 22U

(Ry € A <) (24.21)

ik
E(r) = kz(er X p) X ey M
r

Die tatsdchlichen Felder ergeben sich, wenn der Faktor exp(—iwt) beriicksichtigt
und der Realteil genommen wird, zum Beispiel

exp(i(kr — wt)) ] (24.22)
r

B(r,t) =k’ Re [(e, X p)
In (24.1) ist j%(r) im Allgemeinen komplex; dies gilt dann auch fiir das Dipol-
moment p.

Die Felder E und B aus (24.21) stehen, wie bei der ebenen Welle, senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung e, und senkrecht aufeinander. Fiir e, L p sind die Felder in
Abbildung 24.2 skizziert. In groler Entfernung vom Sender kann die Welle lokal
durch eine ebene Welle angenédhert werden (dabei werden die Phasenflachen lokal
durch Tangentialebenen angenéhert).
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Die Energiestromdichte (Energie pro Zeit und Fliache) S = ¢ E x B /4w zeigt
in Richtung von e, = r/r, also von der oszillierenden Ladungsverteilung zentral
nach auBlen. Die in den Raumwinkel d$2 = d cos 6 d¢ gehende Leistung (Energie
pro Zeit) ist dann dP = (S)e, r2d 2. Mit Hilfe von (20.43) berechnen wir die
zeitgemittelte Strahlungsleistung:

2 2
j_; _ C;:’ AE@. 0 x Br.n) = =2 [Re E(r) x B*(r)]
k4
= K (e % pr xer) x (e % 57)]
4
_ @Y ) *) — 2
o D) e ) = alernl”

Die Faktoren e,, (e, X p) X e, und e, x p* des Spatprodukts konnen zyklisch
vertauscht werden, so dass man das Skalarprodukt von (e, X p) X e, mit (e, X
p*) X e, erhilt. Hieraus folgt das reelle Ergebnis.

Das Verhalten E o« 1/r und B o< 1/r ist charakteristisch fiir Strahlungsfelder.
Dieses Verhalten impliziert, dass S - e, 2 fiir » — oo unabhingig von r ist. Da-
mit ist der Energiestrom in einem bestimmten Raumwinkel konstant, und es wird
Strahlung nach auflen abgegeben. Das Feld einer gleichférmig bewegten Ladung
fallt dagegen mit 1/r2 ab; eine solche Ladung strahlt nicht.

Die Diskussion der Winkelabhingigkeit von (24.23) vereinfacht sich, wenn wir
annehmen, dass alle Komponenten von p dieselbe Phase haben:

p1 Ip1l
(m) - (|P2|) exp(i8) oder p = p, exp(is) (24.24)
P3 |3

Im Allgemeinen legt ein komplexer Vektor zwei verschiedene Richtungen fest,
namlich Re p und Im p. Fiir (24.24) fallen diese beiden Richtungen zusammen.
Wir fithren den Winkel 6 zwischen den (reellen) Vektoren p, := (| p1l, | p2l, | p3l)

und e, ein:
D: €

cosf = (24.25)
|l
Wir werten (24.23) mit (24.24) und (24.25) aus:
dp ! 2 .o Abstrahlung eines
40 8mcd |p|” sin6 oszillierenden Dipols (24.26)

Dabei ist |p|> = p - p* = prz. Die Winkelabhingigkeit der Dipolstrahlung ist in
Abbildung 24.3 skizziert.

Die gesamte abgestrahlte Leistung ergibt sich durch Integration iiber den vollen
Raumwinkel:

4
P= 3“’_3 \p|>  Dipolformel (24.27)
C




Kapitel 24 Dipolstrahlung 233

14 Abbildung 24.3 Der Winkel zwischen dem oszillierenden
Dipol p und der Richtung der Abstrahlung e, wird mit 6 be-
zeichnet. In Richtung von e, ist ein Vektor mit dem Betrag
dP/d$2 eingezeichnet. Die Endpunkte dieses Vektors erge-
ben die gezeigte Kurve.

Wesentlich an der Dipolstrahlung ist die Proportionalitit zu * und zu | p|?, und die
Winkelabhingigkeit mit sin>6. Die Polarisation der Strahlung folgt aus (24.21): Es
gitE 1l e,Ble und E_ L B.

Eine Beriicksichtigung des nichsten Terms in (24.14) fiihrt zu einem magneti-
schen Dipol und einem elektrischen Quadrupol (Aufgabe 24.4). Fiir den magneti-
schen Dipol erhélt man analog zu (24.27)

4
P = ;)—3 |m‘2 (magnetischer Dipol) (24.28)
c

Der nichste Term in der Entwicklung (20.14) ist proportional zu kr’. Der zusiitz-
liche Faktor r im Integral (24.18) kann zu einem Quadrupolmoment Q anstelle
eines Dipolmoments fiihren. Der begleitende Faktor k = w/c geht quadratisch in
die Leistung ein. Damit erhdlt man P = (1) (0 /c) 0? fiir die Strahlungsleis-
tung eines oszillierenden Quadrupols. Dieses Ergebnis kann man auch durch eine
Uberlagerung zweier oszillierender Dipole erhalten (Aufgabe 24.5).

Die verschiedenen Strahlungsfelder werden auch mit E1 (elektrisches Dipol-
feld), E2 (elektrisches Quadrupolfeld), M1 (magnetisches Dipolfeld) undsoweiter
bezeichnet.

Oszillierende Punktladung

Eine Punktladung fiihre eine harmonische Schwingung aus. Die Bahnkurve r(r)
und Beschleunigung v(¢) sind

r(t) =rg cos(wt), v(t) =—rg w? cos(wt) (24.29)

Diese Ladung erzeugt das zeitabhingige Dipolmoment

pt) = /d3r ro(r,t) =qrocos(wt) =Re (q ro exp(—ia)t)) (24.30)

Dies ist von der in (24.18) vorausgesetzten Form. In (24.27) ist die zeitunabhéingige
Amplitude p = g rg einzusetzen, also

4 2.2
W qTry 2qg° .,
P = = — 24.31
3¢c3 3¢3 (9) ( )
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Nach (23.32) gilt P = (2¢%/3¢%) v? fiir eine beliebig beschleunigte Punktladung
mit v < c. Hier wurde das Ergebnis unter zusétzlichen Annahmen (harmonische
Bewegung und Zeitmittelung) gefunden.

Fiir eine Ladung, die sich mit der Winkelgeschwindigkeit @ auf einem Kreis
(Radius R) bewegt, gilt [v] = @?* R. Damit wird (24.31) zu

_2w4

p=—="
3¢3

q2 R? (Ladung auf einer Kreisbahn) (24.32)

In Aufgabe 24.2 wird gezeigt, dass die Kreisbewegung als Uberlagerung von zwei
oszillierenden Dipolen (Abbildung 24.1 rechts) aufgefasst werden kann.

Lebensdauer von Atomzustinden

Wir gehen von dem halbklassischen Bohrschen Atommodell des Wasserstoffatoms
aus: Ein Elektron (Masse m., Ladung —e) umkreist ein Proton (Masse mp,, Ladung
e), wobei der Drehimpuls ein Vielfaches von # ist. Fiir eine Kreisbahn lautet das
Kriftegleichgewicht und die Drehimpulsquantisierung:

== mevr = hn (24.33)

Die reduzierte Masse konnte wegen m;,, >> m. durch m. angendhert werden. Die
Quantenzahlen n diirfen die Werte 1, 2, ...annehmen. Fiir n = 1 erhalten wir aus

(24.33)

72 )
r =ag e’ V= Uy h e c=uac ( )

Dabei haben wir den Bohrschen Radius ag und die Feinstrukturkonstante a einge-
fiihrt:

&2 1

ag ~ 0.53A 0= —~ —
he 137

(24.35)

Wegen v/c ~ 1072 ist R/A < 1 erfiillt; bei Ubergingen im sichtbaren Bereich gilt
sogar R/A & ag/Asichtbar ~ 10~4. Aus (24.34) folgt die Umlauffrequenz

4
wq =2 =T N g101 ! (24.36)
as h
Fiir die Kreisbewegung setzen wir ¢ = —e, ® = wy und R = ag in (24.32) ein:
2 2
P==2 Buy, (24.37)
3 as

Dabei haben wir wy = vat/ag = o c/ag verwendet.
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Ohne Quantisierung der Bahnen wiirde das Elektron fortlaufend diese Leistung
abstrahlen und schlieflich auf das Proton stiirzen. Im Rahmen des Bohrschen Mo-
dells werden die Bahnen durch die Quantisierungsbedingung mvr = hn einge-
schrinkt. Daher sind nur Bahnen mit den diskreten Energien

62 1 Eat . ha)a[

E, =—— = —"— =
" ag2n? T 202 2n2

n=12...) (24.38)

moglich. Die Energieskala ist durch die atomare Energieeinheit

2
e
Ey=hoy = — = a’mec” ~ 27.2eV (24.39)
as
charakterisiert. Ein angeregter Atomzustand (mit einer Elektronenbahn mit n > 2)
geht durch Abstrahlung eines Photons in niedrigere Zustinde iiber. Er hat daher eine
endliche Lebenszeit t. Die Lebenszeit t ist durch die Zeit bestimmt, die notig ist,
um die erforderliche Energie abzugeben:

T~ NN (24.40)

Grob gesagt sind etwa o> &~ 10° Umliufe notig, um diese Energie abzustrahlen.
Mit wy & 4 - 1019571 ergibt (24.40) den Wert T ~ 107105,

Auch die quantenmechanische Rechnung ergibt ein Resultat der Form (24.40).
Dabei ist die Frequenz durch die Energiedifferenz der beiden beteiligten Zustinde

gegeben:
Em - En
Wat —> Wmn = —h (2441)

Die Frequenzen w,,, konnen deutlich kleiner als wy sein; fiir sichtbares Licht ist
hwp, ~ 2...3eV verglichen mit fiwy,, &~ 27eV. Damit sind die quantenmechani-
schen (wie auch die tatsdchlichen) Lebenszeiten angeregter Atomzustdnde deutlich
grofer als nach der Abschitzung (24.40). Sie liegen bei

T~ 1078 (24.42)

Das wihrend dieser Zeit ausgesandte Photon entspricht dann einem Wellenpaket
der Ausdehnung
lec~ct~3m (24.43)

Diese Linge heifit auch Kohédrenzlinge. Wellen sind kohdirent, wenn ihre Phasen
zueinander in fester Beziehung stehen (etwa ¢ = ¢, + da mit da = const.). Dies
ist fiir verschiedene Teile eines Wellenpakets der Linge /. der Fall, oder aber fiir
die beiden Wellenpakete, die sich bei der Streuung eines Wellenpakets an einem
Doppelspalt ergeben (Kapitel 36). Natiirliches Licht besteht aus einem Gemisch
von Wellenpaketen der GroBe /.. Die Zentren, Phasen und Polarisationen dieser
Wellenpakete sind statistisch verteilt; das Gemisch ist daher inkohérent.
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Strahlungskraft

Aus (18.47) folgt, dass sich ein geladenes Teilchen in einem konstanten, homogenen
Magnetfeld auf einer Kreisbahn bewegen kann. Eine solche Bewegung impliziert,
dass die Energie des Teilchens konstant ist. Tatsdchlich strahlt das Teilchen aber
elektromagnetische Wellen ab, und zwar mit der Leistung (24.32). Im nichtrelati-
vistischen Grenzfall erginzen wir die Bewegungsgleichung

mv = Fext + Fo (24.44)

durch eine Strahlungskraft F ., die die Riickwirkung der Abstrahlung auf das be-
schleunigte Teilchen beschreiben soll. Die Kraft Fey beschreibe andere, externe
Krifte; im betrachteten Beispiel ist Fexy = g (v/c) x B die Kraft im homogenen
Magnetfeld B.

Die Strahlungskraft F g, bestimmen wir nun so, dass die Energiebilanz im Mittel
erfiillt ist. Eine beliebige Kraft F tibertrigt auf das Teilchen die Energie F-dr, wenn
dieses sich um dr bewegt. Damit ist F - v die auf das Teilchen iibertragene Leistung.
Die vom Teilchen abgegebene Energie pro Zeit aufgrund der Strahlungskraft ist also
— Fg; - v. Wir gehen von einer harmonischen Bewegung aus und verlangen, dass
die Strahlungskraft die (im Mittel) abgestrahlte Leistung (24.31) ergibt:

24>
3¢3
Die Mittelung erfolgt durch Integration iiber eine Schwingungsperiode T = 27t /w:

(9?) = —(Fg - v) (24.45)

1t 17
(132):—/ dtz')~b=——/ dtb-v=—(i-v) (24.46)
T Jo T Jo

Die Randterme bei der partiellen Integration verschwinden, weil die Bewegung pe-
riodisch ist. Aus den letzten beiden Gleichungen folgt, dass

242
3¢3
eine im Mittel ausgeglichene Energiebilanz garantiert. Damit die durch F; verur-
sachte Abweichung von der periodischen Bewegung klein ist, muss

| Fo| < | Fex| (24.48)

gelten. Die vorausgesetzte periodische Bewegung schlieft zum Beispiel v = const.
aus (was Fg, = 0 ergiibe, obwohl Strahlung ausgesendet wird). Auch Fey = 0 ist
nicht zugelassen; dies wiirde im Ubrigen zu unsinnigen Losungen der Bewegungs-
gleichung (24.44) fiihren, Aufgabe 24.7.

Die Kraft F, hat ihren Ursprung in der Abstrahlung. Sie miisste sich daher
aus der Wechselwirkung der zeitabhingigen Ladungsverteilung mit dem erzeugten
elektromagnetischen Strahlungsfeld ergeben. Fiir die hier betrachtete Punktladung
ist das Strahlungsfeld (also A oder auch A,y) an der Stelle der Ladung selbst
unendlich. Der Versuch, die Riickwirkung des Strahlungsfelds auf die beschleunigte
Ladung zu berechnen, fiihrt daher zu Problemen. Dies ist vergleichbar mit dem
Problem der unendlichen Feldenergie einer Punktladung in der Elektrostatik.

Fy = v (24.47)
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Aufgaben
24.1 Periodische Ladungsdichte

Fiir eine periodische Ladungsdichte gilt o(r, ¢t + T) = o(r, t). Schreiben Sie die
Ladungsdichte in der Form o(r, 1) = Re ), 0,(r) exp(—iw, 1), und geben Sie die
GroBen g, (r) und w, an.

24.2 Geladenes Teilchen auf Kreisbahn

Ein Teilchen mit der Ladung g bewegt sich mit der Winkelgeschwindigkeit « auf
einem Kreis (Radius R < ¢/w) und erzeugt die Ladungsdichte

o(r,t) =gq 8(x — R cos(wt +oz)) 8(y — R sin(wt + a)) 8(z)

Berechnen Sie das Dipolmoment p(#) dieser Ladungsverteilung und geben Sie die
komplexe Amplitude p von p(¢) = Re [ )/ exp(—ia)t)] an. Berechnen Sie die
Strahlungsleistung d P /dS$2 und P.

24.3 Mehrere geladene Teilchen auf Kreisbahn

Auf der Kreisbahn (Radius R <« ¢/w) laufen N #quidistant verteilte Ladungen ¢
um. Hierfiir ist die Ladungsdichte

N-—1
or, =gy [a(x — Rcos(@! +a,)) 8(y — R sin(er + ozv))] 5(2)
v=0

wobei o, = 2wtv/N (v = 0,1,...N — 1 mit N > 2). Zeigen Sie, dass diese
Konfiguration keine Dipolstrahlung aussendet. Verwenden Sie dazu die Ergebnisse
von Aufgabe 24.2 und das Superpositionsprinzip.

24.4 Magnetische Dipol- und elektrische Quadrupolstrahlung

Betrachten Sie die Abstrahlung einer oszillierenden Ladungsverteilung o(r,t) =
o(r) exp(—iwt), deren elektrisches Dipolmoment verschwindet. Berechnen Sie
die fiihrenden Beitrige zum Vektorpotenzial

exp(

A(r) = 1 rikr) /d3r’ J(r') exp(—ike, -r')

c

in der Fernzone. Mit der Relation

1 1 1

~(er 1) () = o [(er 1) @)+ (e )P |+ = (1 x ) x e,

c 2c 2c¢

ergeben sich zwei Beitriige, A(r) = Ae|(r) + Amag(r). Uberpriifen Sie die Bezie-
hung

ik

2

.y / &r' [(er 1) j) + (e ) 7| = f &' o) (e, 1) 1’
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und vereinfachen Sie damit den elektrischen Anteil. Berechnen Sie die elektro-
magnetischen Strahlungsfelder und die abgestrahlte Leistung.

24.5 Antenne mit angelegter Wechselspannung

24.6 Antennengitter

dP/dQ2

In einem Draht der Linge 2a wird durch eine Wechsel-
spannung die oszillierende Ladungsverteilung

o(r.1) = o(r) exp(—iwt)

o(r) = 2q_a 8(x) 8(y) cos(nz/a) O©(a — |z|)

erzeugt. Es gilta < c/w.

Wie grof ist das Dipolmoment der Ladungsverteilung?
Ersetzen Sie die Ladungsverteilung durch zwei Dipole
und iiberlagern Sie die beiden Dipolstrahlungsfelder fiir
r > X. Bestimmen Sie E, B und die abgestrahlte Leis-
tung dP/dS$2 und P.

Entlang der x-Achse sind (2N + 1) Antennen
jeweils im Abstand A/2 angeordnet. Sie strah-
len als in z-Richtung ausgerichtete Dipole pha-
sengleich mit der Frequenz v = 27/A. Be-
rechnen Sie die abgestrahlte Leistung d P /d 2
fiir groBe Entfernungen |r| > A als Funktion

oo der Winkel 6 und ¢. Vergleichen Sie die Leis-

1/2

X tung d P /d §2 mit derjenigen von (2N + 1) An-
tennen im Ursprung.

24.7 Bewegungsgleichung mit Strahlungskraft

Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung m v = Fey + F g mit der Strahlungs-
kraft Fg, = 2q2 v/(3 ¢3) bei verschwindender duBerer Kraft Fey zu unsinnigen
Losungen fiihrt.



25 Streuung von Licht

Im Feld einer elektromagnetischen Welle schwingt ein geladenes Teilchen hin und
her. Das so oszillierende Teilchen sendet dann elektromagnetische Strahlung aus.
Durch diesen Prozess wird die elektromagnetische Welle gestreut. Wir berech-
nen den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von Licht an Atomen (Abbildung
25.1). Wir behandeln die Thomsonstreuung, die Rayleighstreuung, die Resonanz-
fluoreszenz und den Ubergang zwischen kohirenter und inkohérenter Streuung.

Ein Elektron (Ladung ¢ = —e, Masse m.) bewege sich in einem harmonischen
Oszillatorpotenzial (Frequenz wg, Ddmpfung I"). Zusétzlich sollen die Felder

E(r,t)y=ReEqexp|i(k -r —w0)] (25.1)

und B(r,t) = (k/k) x E einer elektromagnetischen Welle (20.21) auf das Elektron
wirken. Dann lautet die Bewegungsgleichung fiir die Bahn r((¢) des Elektrons:

meFo+mel Fo+mewiro=—eEgexp[i(k-ro—wt)|+0O@w/c) (25.2)

Die Geschwindigkeit v = Fo(¢) sei nichtrelativistisch, v < ¢. Dann ist die Kraft
des Magnetfelds von der relativen Grofle v/c < 1; sie wird vernachldssigt. Von
Gleichung (25.2) ist der Realteil zu nehmen; die Realteilbildung wird hier nicht
explizit angeschrieben.

Das Oszillatormodell (25.2) kann auf ein im Atom gebundenes Elektron ange-
wendet werden; dabei ist wg gleich wy; = me e / 13, (24.36), zu setzen. Dies ergibt
ein Modell fiir die Streuung von Licht an Atomen, Abbildung 25.1. In der folgenden
Diskussion betrachten wir vor allem diesen Fall.

Die Reibungskraft —me I" 7o in (25.2) beschreibt alle Prozesse, durch die das
Elektron Energie verliert. Solche Prozesse sind Stoe des Atoms mit anderen Ato-
men oder die vom Elektron abgegebene Strahlung. Fiir den zweiten Fall konnen wir
I' aus der Strahlungskraft (24.47) bestimmen: Verglichen mit den anderen Kriften
ist die Strahlungskraft im Atom von der relativen GroBe a® ~ 107, In einem so
kleinen Term kann die ungestorte Losung ro(t) = a exp(—iwgt) verwendet wer-
den, also

202 " 202,
Fy = 33 v N34 Wy V=—melsxv (25.3)
Im letzten Schritt haben wir F g, gleich der Ddmpfungskraft in (25.2) mit I = Iy,
gesetzt. Daraus erhalten wir

2. .2
2e ;)

str = s
3mec3

)
[y 0= 3 o wy ~ 1070wy (25.4)
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Einfallendes Licht (Materie) %’

_—
- Gestreutes Licht
_—

> $ q Abstrahlung
— T
Erzwungene
Einfallende Welle Schwingung

Abbildung 25.1 Licht kann von Materie gestreut werden (oben). Wir untersuchen Streu-
vorginge, die durch einzelne Atome hervorgerufen werden. In der theoretischen Behand-
lung (unten) wird das einfallende Licht durch eine ebene, elektromagnetische Welle be-
schrieben. Ein harmonisch gebundenes Teilchen simuliert das im Atom gebundene Elek-
tron. Die elektromagnetischen Krifte der Welle regen das geladene Teilchen zu Schwin-
gungen an. Diese erzwungenen Schwingungen stellen einen oszillierenden Dipol dar, der
nach der Dipolformel in verschiedene Richtungen abstrahlt.

Im Folgenden lassen wir die Werte von I" und wg zunichst als Modellparameter
offen.
Fiir die Wellenldnge L = 27 c/w des einfallenden Lichts soll gelten

A>rg(t) oder A > ap (25.5)

Fiir das Elektron im Atom muss die Wellenldnge grof3 gegeniiber dem Bohrschen
Radius ag sein, fiir das freie Elektron (wp = 0) darf die durch die Welle erzeugte
Auslenkung ry nicht zu grof3 sein. Mit

exp(ik - ro) = 1 4+ O(ro/1) ~ 1 (25.6)
wird (25.2) zu
me Fo 4+ me g+ me wi ro = —e Eqg exp(—iwt) (25.7)

Diese lineare, inhomogene Differenzialgleichung beschreibt den wohlbekannten
Fall eines gedimpften harmonischen Oszillators mit periodischer Anregung. Die
allgemeine Losung setzt sich aus der homogenen und einer partikuldren Losung
zusammen:

ro(t) = Fo,hom(?) + 1o, part (1) (25.8)

Die allgemeine homogene Losung klingt durch die Ddmpfung ab, 7o hom ~ O fiir
t > 1/I". Wir betrachten daher nur die partikuldre Losung, also die erzwungene
Schwingung. Der Ansatz

ro(t) = ropat(t) = a exp(—iwt) (25.9)
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fiihrt in (25.7) zu
(—e?—ilw+od)a=—— E (25.10)
Me

Hieraus erhalten wir das zeitabhingige Dipolmoment p(¢) des Elektrons:

&2 Eqg/m

t)y = —erog(t) = —ca exp(—ivt) = —————
p(1) o(t) Pion = 5 B

exp(—iwt) (25.11)

Das Dipolmoment p(t) ist proportional zum Feld E = E( exp(—iwt); es wird
durch das Feld induziert. (Im engeren Sinn spricht man von ,,induzierten® Stromen
und dem Faradayschen Induktionsgesetz. Wir verwenden ,.induziert” auch allge-
meiner fiir ,,durch duBlere Felder hervorgerufen*.) Der Proportionalitétsfaktor

2

e”/me
(W) = —¥———F7F— 25.12
() a)()z—a)z—i['w ( )

in p = «a¢ E heil3it elektrische Polarisierbarkeit. Diese Grof3e spielt eine wichtige
Rolle fiir die Elektrodynamik in Materie (Teil VI).

Wir nehmen an, dass alle Komponenten von E dieselbe Phase haben, so dass
(24.25) erfiillt ist. Wir setzen (25.11) in (24.26) ein:

dP w*| p|? sin®6 _c ( e? >2 * sin?6
()

d_.Q_ 83 _8_7[ —a)z)2+a)2

— = |Eo>  (25.13)
e

Dabei ist 6 der Winkel zwischen E( und der Richtung der Abstrahlung:
0 = <x(p,e) = x(Eo, er) (25.14)

Das einfallende Licht induziert ein zeitabhéngiges Dipolmoment; dieses induzier-

te Dipolmoment strahlt Wellen der gleichen Frequenz ab. Dieser Vorgang bedeutet

eine elastische Streuung des Lichts. Unter ,,elastisch* versteht man ,,ohne Energie-

verlust®, im betrachteten Fall also ,,ohne Frequenzidnderung®. (Im Gegensatz dazu

ist der Comptoneffekt die inelastische Streuung von Licht an freien Elektronen.)
Wir definieren den differenziellen Wirkungsquerschnitt durch

do  gestreute Teilchen/Zeit/d2 _  abgestrahlte Leistung prod2  dP/dS2
d2  einfall. Teilchen/Zeit/Fliche ~ einfallende Leistung pro Fliche (| S|)
(25.15)
Wir haben zuerst die iibliche Definition mit ,,Teilchen pro Zeit* angegeben. Wenn
man hierin Zdhler und Nenner mit der Energie /i eines Photons multipliziert, er-
hilt man stattdessen ,,Energie pro Zeit™ oder ,,Leistung®. Nach (20.45, 20.44) gilt
fiir die einfallende Energiestromdichte (Leistung pro Flidche):

(1S1) = ¢ (wem) = é | Eol? (25.16)
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Abbildung 25.2 Der Wirkungsquerschnitt o (w) fiir die Streuung von Licht an Atomen
wurde im Oszillatormodell (25.2) berechnet. Die Frequenzabhingigkeit ist fiir I"/wy = 1/3
gezeigt. Tatsdchlich ist das Verhiltnis I"/wy meist viel kleiner; die Resonanzkurve ist dann
entsprechend schmaler und hoher. Falls 1" nur die Strahlungsdimpfung (25.4) enthilt, gilt
Fyr/wy ~ o ~ 107°. Die sehr scharfe Resonanzkurve hat dann ihre natiirliche Linien-
breite.

Damit erhalten wir
2

do  dP/d$2 e? o 20 25.17)
—_— = = Sin .
ds2 (1S1) mec? (w()z_wz)2+w2F2

Der Winkel 6 ist durch (25.14) definiert. (Bei anderen Streuprozessen bezeichnet 6
iiblicherweise einen anderen Winkel, und zwar den Winkel zwischen der Richtung
k der einfallenden Welle und der Richtung e, der auslaufenden Welle.)

Aus (25.17) folgt der totale Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von Licht an
einem Elektron:

@) 8u [ & V w* (25.18)
o=0(w) = — .
3 \mec?) (wf —0*)? +?I?

Fiir ausgewihlte Parameterwerte ist die Funktion o (w) in Abbildung 25.2 gezeigt.
Der Wirkungsquerschnitt o ist die Fldche, an der die einfallende Stromdichte (hier
Energiestromdichte, sonst Teilchenstromdichte) effektiv gestreut wird. Diese Fldache
ist durch den Faktor (¢?/m.c?)? bestimmt, der unten numerisch angegeben wird.

Polarisation des Streulichts

Wir diskutieren zunéchst die Polarisation des Streulichts. Dazu betrachten wir noch
einmal Abbildung 25.1. Das induzierte Dipolmoment p ist parallel zum Feldvek-
tor E der einfallenden Welle. Nach (24.21) erfolgt keine Abstrahlung in Richtung
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von p, also in die Richtung ,,oben® im Bild. Steht der Feldvektor E aber senkrecht
zur Bildebene, so gilt dies auch fiir p, und die Abstrahlung in Richtung ,,oben*
verschwindet nicht. Dies bedeutet fiir den Einfall von nichtpolarisiertem Licht auf
Materie: Bei einem Streuwinkel von 90° ist das gestreute Licht polarisiert. Der Feld-
vektor E . des Streulichts steht dabei senkrecht auf der von k (einfallende Welle)
und e, (Ausfallsrichtung) gebildeten Ebene. Bei anderen Streuwinkeln ergibt sich
im Allgemeinen teilweise polarisiertes Licht.

Thomsonstreuung

Wir betrachten einige Grenzfille des Wirkungsquerschnitts (25.18). Der Grenzfall
sehr hoher Frequenzen wird als Thomsonstreuung bezeichnet:

2

8wt [ €2 Thomsonstreuung
=— = 0.665 - 107 cm? 25.19
ot 3 (mec‘z) cm (w > wo) ( )

Fiir hohe Frequenzen folgt das Elektron der alternierenden Feldstirke der Welle
immer weniger, rg o< 1/w?. Da die abgestrahlte Dipolleistung P mit w* anwichst,
nihert sich der Wirkungsquerschnitt schlieflich dem endlichen Wert ory,.

Die Quantenelektrodynamik (QED) ergibt im nichtrelativistischen Fall fiir freie
Elektronen (wy = 0):

0(QED) = omy (1 + O(v/c)) (freie Elektronen, fiw < mec?) (25.20)

Fiir hinreichend hohe Frequenzen ist die Voraussetzung (25.5) unserer Rechnung
nicht mehr erfiillt; auch (25.20) gilt dann nicht. Experimentell fdllt der elastische
Wirkungsquerschnitt bei Frequenzen im Bereich Aw ~ mec? ab und geht fiir
w — oo gegen null. Dieses Verhalten — wie auch alle anderen Experimente mit
Elektronen und Photonen — werden von der vollen (relativistischen) QED Kkorrekt
beschrieben.

Setzt man oy, gleich dem geometrischen Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung
an einer Kugel mit dem Radius Ry, so ergibt sich

om=mR{ —> Ro~4.6fm=0(Re) (25.21)

Abgesehen von numerischen Faktoren ist Ry gleich dem klassischen Elektronradius
Re. = 3e?/(5mec?) ~ 1.7 fm aus (6.35).

Rayleighstreuung
Fiir kleine Frequenzen ergibt (25.18) den Grenzfall der Rayleighstreuung

w Rayleighstreuung
0 =o0m— 25.22
™ 7 (@ < wo) ( )
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Riickstof3 hao hay
LA AT

Abbildung 25.3 Ein Atomkern sendet ein y-Quant mit einer bestimmten Frequenz aus
(zum Beispiel Awy = 14.4keV fiir >'Fe). Ein Atomkern der gleichen Sorte kann dieses
y-Quant wieder absorbieren. Diese Resonanzfluoreszenz wird normalerweise dadurch be-
hindert, dass der Riickstof} auf den emittierenden Atomkern zu einer Frequenzverschiebung
fiihrt. Unter geeigneten Bedingungen kann der Riicksto3 mit endlicher Wahrscheinlich-
keit vom gesamten Kristallverband aufgenommen werden; die Frequenzverschiebung ist
dann vernachléssigbar klein. Diese riickstofreie Resonanzfluoreszenz ist unter dem Na-
men Mofbauer-Effekt bekannt.

Wegen
T wsichtbar

~ 0.1 (25.23)
hiwa

konnen wir (25.22) auf die Streuung von sichtbarem Licht an Atomen anwenden.
Die w*-Abhiingigkeit fiihrt dazu, dass blaues Sonnenlicht in der Atmosphiire stirker
als rotes gestreut wird:

4
Tlan _ Polau ., 10 (25.24)

4
Orot Drot

Dabei haben wir wpjau/@Wrot = Arot/Ablau ~ 1.8 verwendet. Das Streulicht enthalt
also etwa zehnmal mehr blaues als rotes Licht. Daher erscheint der Himmel blau.
Ein Sonnenuntergang kann dagegen rot erscheinen, weil der blaue Anteil durch die
Streuung reduziert wurde.

Resonanzfluoreszenz

Bei w = wq hat der Wirkungsquerschnitt (25.18) ein Maximum der Stirke

(25.25)

Ores =

3 \mec2) 2 (0 = wp)

2
87t( e’ ) wf Resonanzstreuung

Dieser Grenzfall ergibt sich insbesondere dann, wenn Strahlung eines bestimm-
ten Atomiibergangs von einem Atom derselben Sorte wieder absorbiert wird. Diese
Resonanzfluoreszenz kann es auch fiir Ubergiinge im Atomkern geben (Abbildung
25.3).

Ein Atom (oder Molekiil oder Atomkern) hat im Allgemeinen viele Resonanz-
frequenzen, die durch Messung des Wirkungsquerschnitts fiir elektromagnetische
Wellen bestimmt werden konnen. Dabei entsprechen die moglichen Resonanz-
frequenzen /iw; den Energiedifferenzen von Zustéinden des betrachteten Systems.
Die Breite der Resonanz entspricht der Unschirfe AE ~ fi/t dieser Energie-
zustdnde aufgrund ihrer endlichen Lebensdauer t.
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Wir setzen wo/I” = wa/lse = 3/2a%), (25.4), und (% /ag)/mec? = o? in

(25.25) ein:
2 2
87 (e?/ag\ o [ 3 6 ,
%:7( ) 2w T (2526)

mecC

Dies entspricht dem geometrischen Wirkungsquerschnitt o = 1 RO2 an einer Kugel
mit einem Radius Ry ~ 3 - 10% ag, also an einer Fliche, die etwa 107 mal aro-
Ber als der Querschnitt des Atoms ist. Dieser Fall eines sehr scharfen, sehr hohen
Maximums ergibt sich aber nur dann, wenn die Breite I" gleich [y, ist; also wenn
neben der Abstrahlung keine anderen Effekte zu I" beitragen. Diese Breite heifit
auch natiirliche Linienbreite.

Die Breite einer Resonanz wird durch alle Prozesse vergroBert, die die zugehori-
ge Lebensdauer verkiirzen. Hinzu kommt noch die Dopplerverbreiterung aufgrund
des Riickstofles, den ein Atom (oder Atomkern) bei der Emission (Absorption) er-
leidet (Abbildung 25.3). Speziell im MoBbauer-Effekt wird dieser Riickstof3 durch
den Kiristall aufgenommen, in dem der betrachtete Atomkern eingebunden ist. Da-
durch kommt es hier zur riickstofsfreien Resonanzfluoreszenz, dem MoBbauereffekt;
dann hat die emittierte y-Strahlung ihre natiirliche Linienbreite. Die auBerordent-
liche Schirfe einer solchen y-Strahlung erlaubt es, Frequenzen mit extrem hoher
Prizision zu messen.

Kohirente und inkohiirente Streuung

Wir betrachten jetzt die Streuung von Licht an N gleichartigen Streuzentren, die
an den Orten r; lokalisiert sind. Die einfallende Welle induziert die Dipolmomen-
te p;(t) o< E(rj, ). Damit enthalten die p; den Phasenfaktor exp(ik - r;), der
die Wegdifferenzen der einfallenden Welle zu den Streuzentren widerspiegelt. Ein
weiterer Faktor exp(—ik e, - r;) ergibt sich aus den Wegdifferenzen von den Streu-
zentren zum Beobachtungspunkt. Wir addieren die Streuwellen der einzelnen, os-
zillierenden Dipole und erhalten so

do _do
dQ )y d2
(25.27)

Der Wirkungsquerschnitt do /d$2, (25.18), fiir ein einzelnes Streuzentrum wird dem
Betragsquadrat des Formfaktors F (q) multipliziert. Der Formfaktor ist die Fourier-
transformierte der Dichte > i 8(r — rj) der Streuzentren. Aus dem experimentellen
Wirkungsquerschnitts (do/d$2)y kann auf F(g) und damit auf die riumliche Ver-
teilung der Streuzentren zuriickgeschlossen werden (Aufgabe 25.2). Im Folgenden
betrachten wir eine statistische Verteilung der Streuzentren (etwa die Molekiile ei-
nes Gases). Wir werten |F(q)|2 aus:

2
F(q)’2 mit g =k —ke,

> ’
exp(ig-r))| = — |
= a2

N i—1

N N
F@)* =YY explig-(ri—rp)] = N+2 Y cos[q-(ri—rp)] (25.28)

i=1j=1 i=2j=1
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Die Terme mit i = j ergeben den Beitrag N; fiir i # j wurden der (i, j)- und der
(J, i)-Term zusammengefasst.

Eine groe Zahl N > 1 von Streuzentren sei iiber einen Bereich mit dem Radius
R verteilt; es gelte |r;| < R. Aus (25.28) folgen dann die beiden Grenzfille

2 N2 (R <« A, kohirente Streuung)
|F@)]” ~ . (25.29)
N (R > A, inkohirente Streuung)

Fiir R < A giltg-(r; —r;) < 1 und cos|q - (r; —r;)] ~ 1. Fiir R > A kommen
dagegen positive und negative Werte der Cosinusfunktion mit gleichem Gewicht
vor; in der Doppelsumme iiberleben dann nur die Beitrige miti = j.

Bei der kohidrenten Streuung schwingen die einzelnen Dipole in Phase; dann
iberlagern sich die Felder kohédrent und der Wirkungsquerschnitt erhélt einen Fak-
tor N2. Bei der inkohirenten Streuung addieren sich dagegen effektiv die Wirkungs-
querschnitte (Faktor N).

Als Beispiel betrachten wir die Streuung von sichtbarem Licht am Wasserdampf
in der Atmosphire (also an einzelnen Wassermolekiilen in Luft). Kohérent streuen
konnen nur jeweils die Molekiile, die sich in einem Volumen befinden, das klein
gegeniiber A° ist. Ansonsten ist die Streuung inkohrent.

Unter geeigneten Bedingungen (etwa bei einer Temperaturdnderung) konden-
siert der Wasserdampf, der in der Luft enthalten ist, zu Nebel oder Wolken. Die
Kondensation beginnt mit Wassertropfen, deren Durchmesser d klein gegeniiber
der Wellenlidnge ist. Als Beispiel betrachten wir einen kugelformigen Tropfen mit
dem Radius d/2 = 200 A, der N ~ 10° Molekiile enthiilt. Wegen d < A streuen
die N Molekiile dieses Tropfens kohirent.

Bei der Bildung eines Nebels aus kleinen Tropfen kommt es zum Ubergang
von inkohérenter zu kohidrenter (innerhalb eines Tropfens) Streuung. Dies bedeutet
eine Erhohung des Streuquerschnitts um den Faktor N, also um mehrere Groi3en-
ordnungen in obigem Beispiel. Obwohl die Menge des Wassers sich nicht dndert,
wird die Luft plotzlich undurchsichtig, wenn ein Teil des Wasserdampfs zu Nebel
kondensiert.

Da der Effekt proportional zu N ist, wichst er zunédchst mit der Grofle der Was-
sertropfen an. Sobald der Durchmesser d aber mit A vergleichbar wird, schwingen
die Molekiile in verschiedenen Bereichen des Tropfens nicht mehr kohérent; es tritt
dann keine weitere Verstdrkung ein. Eine gewohnliche Wolke besteht aus Tropfen,
deren Durchmesser d im Bereich von 2...50 - 10~°m liegen (also d > A). Eine
solche Wolke ist wegen der Brechung und Reflexion des Lichts (Kapitel 37) an der
Oberflidche der vielen Wassertropfen undurchsichtig. Homogenes Wasser ist dage-
gen wieder relativ durchsichtig (Abbildung 34.4).

'Das Volumen des Tropfensist V = md>/6 &~ 3-107 A3. Ein Wassermolekiil nimmt das Volumen
v = 18cm?/6 - 102 ~ 30 A3 ein. Hieraus folgt N = V/v ~ 10°. Bei 100% Luftfeuchtigkeit
und einer Temperatur von 20 °C befinden sich in einem gleich groBen Luftvolumen V nur etwa 30
Wassermolekiile.
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Aufgaben
25.1 Klassisches Wasserstoffatom

Ein Elektron bewegt sich klassisch auf einer Kreisbahn mit Radius » um ein Proton;

es wirke die Coulombkraft F = —e, e?/r?. Driicken Sie die Energie E und den
Drehimpuls L als Funktion des Bahnradius r aus. Berechnen Sie die abgestrahlte
Leistung P.

Die abgestrahlte Leistung fiihrt zu einer Abnahme des Bahnradius r(¢). Stellen Sie
eine Differenzialgleichung fiir (¢) auf und integrieren Sie diese mit der Anfangsbe-
dingung r(0) = ag (Bohrscher Radius). Schitzen Sie die Spiralzeit 7 ab, nach der
das Elektron auf das Proton fillt. Diskutieren Sie den zeitlichen Verlauf der Energie
E(t) und des Drehimpulses L(t).

25.2  Strukturfunktion fiir kubisches Gitter

Der Formfaktor F'(q) eines kubischen Gitters aus N = N, Ny N, Streuzentren ist

N
F(q):Zexp(itpr,-) mit rjza(nxex—l—nyey—l-nzez)
j=l1

wobei j = (ny,ny,n;)undn, =0,1,..., Ny — 1 und so fort.
Berechnen Sie die Strukturfunktion | F(g)|>. Bestimmen Sie die Richtungen der
Intensititsmaxima des Wirkungsquerschnitts do/d$2 o |F(q)|? fir N > 1.



26 Schwingkreis

Ein aktiver Schwingkreises (Abbildung 26.1) stellt eine oszillierende Ladungsver-
teilung dar und strahlt daher elektromagnetische Wellen ab. In vielen praktischen
Fillen kann man nidherungsweise die Riickwirkung dieser Abstrahlung auf die
Vorgiénge im Schwingkreis vernachlissigen. Dies geschieht in der quasistatischen
Niherung, in der bestimmte Zeitableitungen in den Maxwellgleichungen als klei-
ne Terme eingestuft und weggelassen werden. Wir untersuchen diese quasistatische
Niherung fiir den Schwingkreis. Anschliefend werden die Strahlungsverluste eines
Schwingkreises abgeschiitzt.

Abbildung 26.1 zeigt einen Parallelschwingkreis aus einer Spule und einem Kon-
densator. Die Kapazitit C des Kondensators wurde in (8.22) eingefiihrt, die Selbst-
induktivitit L der Spule (mit Ng Windungen) in (14.28):

0 = CU (26.1)
Ns
= 2o, (26.2)

Diese Gleichungen wurden im Rahmen der Elektrostatik und Magnetostatik auf-
gestellt. Die iibliche Behandlung des Schwingkreises besteht nun darin, dass man
diese Gleichungen auch im zeitabhédngigen Fall verwendet:

o) ~ CU(®) (quasistatisch) (26.3)

N,
(1) ~ _LS @n(t)  (quasistatisch) (26.4)
C

Nach dem Faradayschen Induktionsgesetz (16.11) fiihrt die zeitliche Verdnderung
des magnetischen Flusses @y, zu einer Spannung U an den Enden der Spule:

Ns d Dy
Uit)=———— 26.5
Q) P (26.5)
Im Parallelschwingkreis ist dies gleich der Spannung am Kondensator. Aulerdem
ist die Ladungsdnderung Q = d Q/dt auf dem Kondensator gleich dem Strom /
durch die Spule. Aus I = Q und (26.3)—(26.5) erhalten wir

Ns d P, dl . .

Ut)y=————=-L—=-LQ=-LCU( 26.6

() - T Q ) (26.6)
248
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~

Eq cos (wpt)

/ Abstrahlung

Iy sin (wot)

Schwingkreis

Abbildung 26.1 Eine Spule und ein Kondensator, die parallel miteinander verbunden sind,
bilden einen Schwingkreis. In ihm kann die Energie zwischen der Spule und dem Kon-
densator, also zwischen magnetischer und elektrischer Feldenergie, hin- und heroszillieren.
Als oszillierende Ladungsverteilung strahlt der Schwingkreis elektromagnetische Wellen
ab. Der Schwingkreis wird iiblicherweise in der quasistatischen Néherung behandelt, bei
der die Riickwirkung der Abstrahlung auf den Schwingkreis selbst vernachléssigt wird.

Die Losung dieser Differenzialgleichung ist U = Uy cos(wot + ¢). Der Schwing-
kreis stellt daher einen Oszillator mit der charakteristischen Frequenz

1 .
wo = Eigenfrequenz

JLC des Schwingkreises (26.7)

dar. Im Schwingkreis oszilliert die Energie zwischen elektrischer (Kondensator) und
magnetischer (Spule) Feldenergie. Man kann dies mit einem mechanischen Pen-
del vergleichen, bei dem die Energie zwischen kinetischer und potenzieller Energie
wechselt.

Wir untersuchen nun, wie die Gleichungen fiir den Schwingkreis durch die Max-
wellgleichungen

. 10B(r,t)
divE(r,t) =4mno(r,t), rot E(r,t) + PR va— =0 (26.8)
C
Induktion
10E(r,t) 4m :
rot B(r,t) — - 8 o jr,t), divB(r,t) =0 (26.9)
C t C
Verschiebungsstrom

begriindet werden konnen. Im statischen Fall konnen (26.1) aus (26.8) und (26.2)
aus (26.9) abgeleitet werden. Diese Ableitung kann auf (26.3) und (26.4) iibertragen
werden, wenn wir die Terme mit den Zeitableitungen vernachlédssigen, die Zeit ¢
aber als Parameter zulassen. Konkret heif3t das:
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e Fiir den Kondensator: Der Term ,Induktion wird vernachlédssigt. Dann
hat (26.8) die Struktur der elektrostatischen Feldgleichungen; hieraus folgt
(26.3).

Tatsédchlich bedingt der Verschiebungsstrom ein magnetisches Feld im Kon-
densator. Dieses magnetische Feld ist aber klein gegeniiber dem elektrischen
Feld.

e Fiir die Spule: Der Term ,,Verschiebungsstrom* wird vernachlidssigt. Dann
hat (26.9) die Struktur der magnetostatischen Feldgleichungen; hieraus folgt
(26.4).

Tatsdchlich bedingt die Induktion ein elektrisches Feld in der Spule. Dieses
elektrische Feld ist aber klein gegeniiber dem magnetischen Feld.

Jede dieser Niherungen setzt voraus, dass die auftretenden Anderungen hinreichend
langsam sind. Die quasistatische Ndherung besteht in der Vernachlédssigung eines
der beiden Terme, des Verschiebungsstroms oder der Induktion. Welcher Term zu
vernachlédssigen ist, hdngt von der betrachteten Situation ab. Es konnen nicht gene-
rell beide Terme weggelassen werden; insbesondere bendtigen wir den Term ,,In-
duktion® fiir (26.5).

In der Literatur wird vielfach die Vernachlidssigung des Verschiebungsstroms
als die quasistatische Naherung bezeichnet. Dies liegt an der iiberragenden prak-
tischen Bedeutung des Faradayschen Induktionsgesetzes; so ist fiir Generatoren,
Elektromotoren und Transformatoren der Term ,,Induktion* wichtig, der ,,Verschie-
bungsstrom* aber meist nicht. Vom Standpunkt der Elektrodynamik aus sind jedoch
beide Niherungen (Vernachlédssigung des Verschiebungsstroms oder der Indukti-
on) gleichberechtigt. Beide Terme zusammen fiihren zur Abstrahlung bei zeitab-
hingigen Vorgingen.

Kondensator

Mit der Niherung
1 0B(r,t)
rot E(r,t) = —— — =~
c 0t
wird (26.8) zu den Feldgleichungen der Elektrostatik, in denen die Zeit ¢ ledig-
lich als Parameter auftritt. In dieser Niherung erhilt man (26.3), also den aus der
Elektrostatik bekannten Zusammenhang zwischen der Ladung Q und der Spannung
U

Die Ndherung (26.10) ist gleichbedeutend mit

1 0A(r, 1)
c at

0 (26.10)

E(r,t) = —grad @(r,t) — ~ —grad &(r,t) (26.11)

Diese Niherung ist gerechtfertigt, falls

(quasistatische Nédherung

fiir den Kondensator) (26.12)
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Zur Untersuchung dieser Bedingung gehen wir von einer lokalisierten, periodischen
Feld- und Ladungskonfiguration aus. Die rdumliche Begrenzung sei durch die Lén-
ge ¢ charakterisiert, die Frequenz sei w. Konkret stelle man sich einen Plattenkon-
densator mit der Fliche Ac = ¢2 und dem Plattenabstand d = ¢ vor, an dem eine
periodische Spannung anliegt. Wir setzen nun

¢
T «1 (26.13)
C

voraus und zeigen, dass dann (26.12) gilt.
Die Periodizitdt der Quellen und Felder wird durch den Faktor exp(—iwt) be-
schrieben. Dann gilt
oE oB

— =—iokE, — =—iwB (26.14)
at ot

Die mit der Ladungsverteilung verbundenen Felder éndern sich um einen wesent-
lichen Betrag auf der Lingenskala ¢. Damit schitzen wir die Gréenordnung der
Ortsableitungen ab:
oE;
dx j

A (26.15)
; .

9B,
8Xj

B

~ —

E ’

DA;
8Xj

E
12

Auf der rechten Seite stehen die mittleren Betridge E, B und A der Felder. Diese
Abschitzung gibt die GroBenordnung der jeweiligen Feldableitung an, sofern sie
nicht verschwindet (wie etwa div B = 0). Elektromagnetische Felder variieren un-
abhingig von der Geometrie der Quellverteilung auch mit der Wellenlidnge A. We-
gen (26.13) gilt aber A > £ und Beitrige wie [0 E;/dx;| ~ E/A < E /£ konnen in
(26.15) vernachldssigt werden.

Im Kondensator entsteht nun wegen E # 0 und des Verschiebungsstroms ein
Magnetfeld. Fiir o — 0 verschwindet dieses Magnetfeld, fiir langsame Oszillatio-
nen ist es schwach. Mit Hilfe von (26.14) und (26.15) schitzen wir die Grofenord-
nung des Magnetfelds im Kondensator ab:

i=0 1 0E B
otB 2 -2, 2% (26.16)
c ot 12 c
Aus B =rot A folgt B ~ A/{. Hiermit erhalten wir:
1 |0A ) wl w?e?
- |—|=—A~— B~ |E| (26.17)
c | ot c c 2

Damit ist gezeigt, dass (26.12) unter der Voraussetzung (26.13) giiltig ist.

Spule
Mit der Niherung

10E(r,1) 4 4
rot B(r, 1) = E%) +7“ jrn ~ 7“ jr 0 (26.18)
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wird (26.9) zu den Feldgleichungen der Magnetostatik, in denen die Zeit ¢ ledig-
lich als Parameter auftritt. In dieser Naherung erhélt man (26.4), also den aus der
Magnetostatik bekannten Zusammenhang zwischen dem Strom / und dem magne-
tischem Fluss @y,.

Die Voraussetzung fiir die Ndherung (26.18) ist |0 E /0t | < | j | oder

(quasistatische Nihe-

rung fiir die Spule) (26.19)

oE
5| < |rot B |

1
c
Zur Untersuchung dieser Bedingung gehen wir wieder von einer lokalisierten, peri-
odischen Feld- und Ladungskonfiguration aus. Die raumliche Begrenzung sei durch
die Linge ¢ charakterisiert, die Frequenz sei w. Konkret stelle man sich eine Spu-
le mit dem Durchmesser £ und der Linge ¢ vor, durch die ein periodischer Strom
flieBBt. Wir setzen (26.13) voraus.

In der Spule entsteht nun wegen B # 0 und des Terms ,,Induktion ein elek-
trisches Feld. Fiir ® — 0 verschwindet das elektrische Feld, fiir langsame Oszilla-
tionen ist es daher schwach. Mit Hilfe von (26.14) und (26.15) erhalten wir fiir die
GroBenordnung des elektrischen Felds in der Spule

10B E o
rtE=——— — —~—B (26.20)
c 0t L c
Hiermit schitzen wir die linke Seite von (26.19) ab:
1 |dE| o w?l w?e?
- |—|=—E~— B~ |rot B | (26.21)
c | 0t c c2 c2?

Damit ist gezeigt, dass (26.18) unter der Voraussetzung (26.13) giiltig ist.

Quasistatische Ndherung

In beiden Fillen, dem Kondensator und der Spule, sind die jeweils vernachlédssigten
Terme von der relativen GroBe w?€2/c?. In beiden Fillen lautet die Bedingung fiir
die quasistatische Nidherung

wl Bedingung fiir quasi-

- < 1 statische Niherung (26.22)

Der Frequenz w und der Linge £ kann man die Geschwindigkeit v = w £ zuordnen.
Dies ist die maximale Geschwindigkeit von Ladungstrigern, die in der Ladungsver-
teilung hin- und heroszillieren. (Die Driftgeschwindigkeiten der Elektronen in den
Drihten sind aber viel kleiner.) Mit v = w{ wird (26.22) zu v/c < 1. Die quasi-
statische Niherung kann daher auch als nichtrelativistische Niherung angesehen
werden.
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Die Bedeutung der quasistatischen Ndherung in den Maxwellgleichungen héngt
— wie oben diskutiert — von der betrachteten Konfiguration ab. Je nach Konfiguration
(Spule oder Kondensator) sind verschiedene Terme zu vernachléssigen, denn

wl

Magnetfeld im Kondensator: B~ —EKE (26.23)
c
14

Elektrisches Feld in der Spule: E ~ i B« B (26.24)
c

Beide Niherungen sind zueinander komplementir.

Beim Ubergang von (26.1)—(26.2) zu (26.3)—(26.4) wird die Zeit ¢ lediglich
als Parameter betrachtet, nicht aber als Variable, die iiber Zeitableitungen Einfluss
auf die Dynamik der Prozesse hat. Dies entspricht der Vernachlédssigung der Retar-
dierung in

(26.25)

1 o / t— _ / 1 . /’t
Afer(r, 1) = —fd3r’ St lr —rije) —/d3r’ S D
c

|lr —r'| c |lr —r’|

Mit dieser Nidherung konnen die Zusammenhinge o <> @ (also Q <« U) und
J < A (also I < &y) wie in der statischen Theorie berechnet werden.

Die Néherung (26.25) kann durch (26.22) begriindet werden. Fiir eine lokalisier-
te Feld- und Ladungskonfiguration gilt r < ¢, ¥’ < £ und damit |r — r’| < £. Fiir
eine periodische Ladungsverteilung ergibt die Retardierung eine Phasenverschie-
bung Agp = w Aty = w|r —r'|/c ~ wl/c. Wegen Ap < 1 ist dann die Niherung
Je@' t —|r —r'|/c) & jUr', r) moglich.

Physikalisch ist die Retardierung die Grundlage von Abstrahlungsphinomenen
(Kapitel 24). Thre Vernachlédssigung in (26.25) bedeutet daher, dass wir die Riick-
wirkung der Abstrahlung auf den Schwingkreis nicht beriicksichtigen.

Abstrahlung

Der Schwingkreis stellt eine oszillierende Ladungsverteilung dar und strahlt daher
Energie ab. Solange die Energieverluste klein sind, kann die Abstrahlung auf der
Grundlage von (26.3) und (26.4) behandelt werden.

Aus (26.6) und (26.7) folgt Q = —w02 Q. Fiir die spitere Diskussion fiigen wir
in dieser Differenzialgleichung einen Ddmpfungsterm hinzu:

O+ T OW)+of Q1) =0 (26.26)

Fiir I’ < wq ist
Q) = Qo exp(—1I't/2) cos(wot + ¢) (26.27)

mit wo2 = a)02 — I'?/4 die allgemeine Losung dieser Differenzialgleichung (Kapitel
24 in [1]). Fir I’ < wq beschreibt (26.27) eine schwach gedidmpfte Schwingung
mit wy & wg. Wir betrachten hier zunéchst die ungeddmpfte Schwingung Q(¢) =
Qo cos(wpt + ¢) und wenden hierauf die Dipolformel an.
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Die Kapazitit des Plattenkondensators ist aus (8.41) bekannt, die Induktivitéit
der Zylinderspule aus (14.29):

A 4, A
— ﬁ , L=— NZ 75 (26.28)

Der Einfachheit halber nehmen wir fiir alle Groen dieselbe Léngenskala an:
Ac=1t§, d=4ty, As=¢t3, =14 (26.29)

Dann ist die Eigenfrequenz des Schwingkreises

1 c 1
wy = \/T—C = A (26.30)
Die Bedingung (26.22) fiir die quasistatische Ndherung wird damit zu
@fo _ 1\175 <1 (26.31)
Sie ist fiir Ng > 1 erfiillt. Als spezielles Beispiel betrachten wir
ly=1cm, Ng=100 — v= ‘”—2 ~ 50 MHz (26.32)

Eine Radiowelle dieser Frequenz liegt im UKW-Bereich. Der Schwingkreis eines
UKW-Empfingers ist allerdings anders dimensioniert, etwa Ac = 10cm?, d =
0.1cm, Ng = 10, Ag und £ wie oben.

Die Bedingung (26.31) impliziert A > £p. Damit ist die Voraussetzung der
Langwellennédherung (24.14) gegeben und die Abstrahlungsverluste konnen mit der
Dipolformel berechnet werden. Der Kondensator stellt einen oszillierenden Dipol
der Stirke p ~ Qg £ dar. Die Spule ist ein oszillierender magnetischer Dipol (15.8)
der Stérke

1 1 I
m:—‘/d3rrxj‘~—£021Ns~£o—~£oQo~p (26.33)
2¢ c wo

Nach (24.27) und (24.28) strahlen ein elektrischer und magnetischer Dipol gleich
stark. Fiir die gesamte abgestrahlte Leistung gilt daher

402p2
@ Q¢ &

P
c3

(26.34)

Die Energie des Schwingkreises ist gleich der maximalen Energie (8.28) des Kon-
densators:
_% Q%

Eqg =
°T2¢c T 6

(26.35)
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Wihrend einer Periode T = 27 /wy strahlt der Schwingkreis die Energie P T ab.
Wir berechnen die Anzahl n.g, der Oszillationen, nach der eine Energie der Grofie
E( abgestrahlt ist:

Ey wo Eg c3

ﬁ T 2wP - a)03[03

~ N =10° (26.36)

Nosz =

Diese Abstrahlung kann durch den Dampfungsterm in (26.26) und (26.27) mit

wo
3
Ng

=y~ (26.37)

beschrieben werden. Neben der Strahlungsdimpfung tragen alle Prozesse zur
Déampfung bei, die dem Schwingkreis Energie entziehen. Dabei sind die Ohmschen
Verluste oft wichtiger als die Abstrahlungsverluste.

Durch geeignete Konstruktion des Schwingkreises kann die Abstrahlung ver-
ringert werden. So konnte man fiir den Schwingkreis eines UKW-Empfingers etwa
Ac = 10em?, d = 0.1cm, Ns = 10, As = lcm? und ¢ = 1cm wihlen. Ge-
geniiber dem oben betrachteten Fall wird die Kapazitit wird um den Faktor 100
groBer, und die Induktivitdt wird um den Faktor 100 kleiner. Damit erhélt man die-
selbe Eigenfrequenz. Das elektrische und das magnetische Dipolmoment werden
beide um einen Faktor 10 kleiner, so dass sich die Abstrahlung auf 1/100 reduziert.
Im Schwingkreis eines Radioempfingers ist die Abstrahlung unerwiinscht, weil sie
die Giite des Schwingkreises verschlechtert und weil sie innerhalb des Gerits zu
storenden Riickkopplungen fiihren kann.

Verbindet man den in Abbildung 26.1 gezeigten Kondensator durch einen kreis-
formigen Drahtbiigel (Ng ~ 1), so wird wg £/c ~ 1. Dann ist die Voraussetzung fiir
die quasistatische Ndherung nicht mehr erfiillt. Aus (26.37) ergibe sich Iy ~ wy,
also eine sehr starke Abstrahlung (allerdings ist die Ableitung von (26.37) auch
nicht mehr giiltig).

Fiir wf/c > 1 wiren die Kondensatorplatten nur noch rdumliche Grenzflachen
fiir Wellen, die sich dazwischen ausbreiten; die Formel (26.3) hat dann vollends
ihren Sinn verloren.
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Aufgaben
26.1 Magnetfeld im Kondensator

Zwei parallele Kreisscheiben (Abstand d, Radius R, R > d) bilden einen Kon-
densator. Die Scheiben werden mit den Ladungen Q(¢) = Qg cos(wt) und —Q(t)
aufgeladen.

Geben Sie das elektrische Feld in quasistatischer Ndherung und unter Vernach-
lassigung von Randeffekten an. Bestimmen Sie das zugehorige Magnetfeld aus den
Maxwellgleichungen.

Berechnen Sie den Poyntingvektor im Bereich zwischen den Platten. Bestim-
men Sie damit den Energiefluss P (Energie pro Zeit), der durch die Mantelflache
27 Rd des Kondensators entweicht. Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Leistung,
die dem Kondensator von auen zugefiihrt wird.

26.2 Schwingkreis

| Ein Schwingkreis besteht aus einer Spule (Selbst-
R induktivitit L), einem Kondensator (Kapazitit C)

und einem Widerstand. Im Widerstand kommt es

L zum Spannungsabfall Ug(t) = R I(t). Stellen Sie
E L ¢ ___ die Differenzialgleichung fiir die Ladung Q(¢) auf
= dem Kondensator in quasistatischer Niherung auf.
Wie lautet die allgemeine Losung im Fall R <
2/L/C?




VI Elektrodynamik in Materie

27 Mikroskopische Maxwellgleichungen

Die Maxwellgleichungen sind grundlegende Naturgesetze mit einem weiten Giil-
tigkeitsbereich, sie gelten insbesondere auch in Materie. Haufig ist man nur an der
Reaktion der Materie auf zusiitzliche elektromagnetische Felder interessiert, nicht
aber an den Feldern der ungestorten Materie. Unter diesem Gesichtspunkt leiten wir
die Maxwellgleichungen in Materie ab.

Dazu werden die Felder aufgeteilt, und zwar in (i) die Felder der ungestorten
Materie, (ii) zusitzliche Felder (Storung der Materie) und (iii) induzierte Felder
(Reaktion der Materie). Fiir alle diese Felder werden zunichst mikroskopische Max-
wellgleichungen aufgestellt',

Zu den moglichen Erscheinungsformen der Materie gehoren Plasmen, Gase, Fliis-
sigkeiten oder Festkorper. Im Folgenden beziehen wir uns hédufig auf einen Fest-
korper, daneben aber auch auf andere Aggregatszustinde. Dabei werden nur sehr
elementare Kenntnisse iiber die Struktur eines Festkorpers vorausgesetzt.

Die bisherigen Maxwellgleichungen (16.5) schreiben wir in der Form

) 1 0B
div Eor = 47 0tot » rot Eyo + — o 0
c
27.1)
1 0FE 47
divBi =0, 1ot B — — —2 == j
c ot c

Die Felder und Quellen hingen von den Argumenten r und ¢ ab. Der Index ,,tot*
(fiir total) bedeutet, dass wir alle Quellen und Felder beriicksichtigen, die im Sys-
tem vorkommen; das System besteht aus der betrachteten Materie und zusétzlichen
Feldern oder Quellen. Die Felder E o, Bio und Quellen gyq, j i sind daher die tat-
sdchlichen Felder und Quellen. Die bisher hierfiir verwendeten Bezeichnungen E,
B, o und j werden im Folgenden fiir andere Groflen benutzt. Zur Unterscheidung
von den Maxwellgleichungen in Materie nennen wir (16.5) auch Maxwellgleichun-
gen im Vakuum.

Hierbei folge ich Anregungen von Peter Vogl vom Walter Schottky Institut der TU Miinchen
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Wir denken uns eine zunéchst nicht spezifizierte, aber wohldefinierte Aufteilung
0 = oA +osund j = j, + jg der Quellen. Die zugehorigen Felder werden
entsprechend bezeichnet. Da die Maxwellgleichungen linear in den Feldern und
den Quelltermen sind, konnen wir sie fiir die einzelnen Bestandteile anschreiben,
etwa .

GvE —dng (LZotoes  dvEa=dmoa (27.2)
divEp =4mpp

Wegen ihrer Linearitit funktioniert dies fiir alle Maxwellgleichungen. Im Folgen-
den wihlen wir eine Aufteilung der Quellen und Felder, die der experimentellen
Situation angepasst ist.

Im Rahmen der ,,Elektrodynamik in Materie* besteht ein Experiment darin, dass
die Materie zusitzlichen Feldern ausgesetzt wird, zum Beispiel:

e Das Materiestiick wird in das elektrische Feld eines Kondensators oder das
magnetische Feld einer Spule gebracht.

e Zusitzliche Ladungen oder Strome konnen auf oder in das Materiestiick ge-
bracht werden; sie erzeugen ein elektromagnetisches Feld im Bereich der Ma-
terie. Dieses Beispiel zeigt, dass die zusétzlichen Quellen nicht unbedingt ex-
terne (duBere) Quellen sind.

e Das Materiestiick wird in das Feld einer elektromagnetischen Welle gebracht.
In diesem Fall werden die Quellen, die die Welle erzeugen, nicht explizit
betrachtet.

Die experimentelle Situation legt folgende Aufteilung der Quellen und Felder nahe:
Zunichst gibt es die Quellen und Felder der ungestorten Materie (Index ,,0); die
Materie sei im Grundzustand oder in einem thermodynamischen Gleichgewichts-
zustand. Die zusdtzlichen (Index ,.ext“ fiir extra) Felder induzieren (Index ,,ind*)
nun eine Reaktion der Materie. Damit erhalten wir folgende Aufteilung (siehe auch
Tabelle 27.1):

Ot = Q0 + Qext + Oind = 00 + 0

jtot = jO + jext + jind = jO +J

Ew = Eo+Eex+Eing = Eo+E

Btot = BO + Bext + Bind = BO + B

(27.3)

Auf ein geladenes Teilchen (etwa ein Elektron) in der Materie wirkt die Lorentzkraft
F, = F\ = Fo+ F. Effektiv wirksam ist aber nur die Kraft

F=g (E(r, H+2 % B(r z)) (27.4)
c
Im klassischen Gleichgewichtszustand sind alle Krifte im Gleichgewicht; die Bei-

trige zu F( heben sich daher gegenseitig auf. Der quantenmechanische Grundzu-
stand ist stationdr; die Krifte F sind daher effektiv ausbalanciert. Im Experiment
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Tabelle 27.1 Aufteilung der Quellen und Felder in Materie, am Beispiel der
Ladungsdichte dargestellt. Eine mogliche Form der Bestandteile der Ladungs-
dichte ist in Abbildung 28.1 skizziert. Die Aufteilung der Quellen und Felder
wird auf die Maxwellgleichungen iibertragen.

Otot Gesamtladungsdichte, die bisher mit ¢ bezeichnet wurde.
Q0 Ladungsdichte der ungestorten Materie.
Oext Zusitzliche Ladungsdichte. Der Index ,,ext* steht fiir extra, kann

hiufig auch als extern interpretiert werden. Dieser Anteil ent-
spricht der Storung der Materie.

Qind Induzierte Ladungsdichte. Dieser Anteil entspricht der Reaktion
der Materie auf die Storung. Die induzierte Ladungsdichte ist
die Anderung der Ladungsdichte gg.

0 = Qext + Oind- Bezeichnungswechsel!

hat man es meist mit einem thermodynamischen Gleichgewichtszustand (endliche
Temperatur) zu tun; man stelle sich etwa ein klassisches Gas mit Atom-Atom-
StoBen vor. Dann verschwinden die Krifte F im statistischen Mittel. Insofern sind
die effektiv wirksamen Krifte in Materie durch (27.4) gegeben. Dies ist auch der
Grund fiir die Bezeichnung der hierin auftretenden Felder mit E und B; denn die
bisher so bezeichneten Felder wurden ja auch durch ihre Kraftwirkung definiert.

Wir teilen (27.1) nach dem Schema (27.2) mit iy = 00+ ¢ auf. Daraus erhalten
wir die Maxwellgleichungen fiir die Felder E und B:

. 10B(r,t)
divE(r,t) =4mo(r,1), rotE(r,t)+—7at =0
c
(27.5)
1 0E(r,¢t 4
divB(r,t) =0, rotB(r,t)——L:_nj(r’t)
c at c

und entsprechende Gleichungen fiir Eg und By, die uns im Folgenden nicht inter-
essieren. Nach demselben Schema teilen wir die Maxwellgleichungen (27.5) weiter
in die Anteile ,,ext* und ,,ind* auf:

1 9Bext

div Eexy = 47 Qext rot Eey + — a1 =0
C
1 9E 4 (7.0

. t P

divBey = 0, rot Bexy — E B:X = 7 Jext

) 1 0Bind

div Eing = 47 Qind rot Eing + — vl 0
¢ (27.7)
1 0Ena 47

divBij,g = 0, I'OtBind_E 91 = Tjind
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Hiermit haben wir Maxwellgleichungen in Materie fiir die effektiv wirksamen Fel-
der E = Ecx + Eing und B = By + Bing aufgestellt. Die Ableitung verwendete
keine rdaumliche Mittelung und keine Niherung. Die Maxwellgleichungen (27.5)
und (27.7) sind daher noch mikroskopisch und ebenso exakt wie die Maxwellglei-
chungen im Vakuum (27.1).

Die Losung der Gleichungen (27.6) wird meist einfach sein; man denke etwa
an die Ladungsdichte pex; auf den Platten eines Kondensators, die ein homoge-
nes Feld erzeugen. Das eigentliche Problem besteht dagegen in der Bestimmung
der induzierten Quellen. Der Aufbau der Materie und ihre Reaktion auf zusitzliche
elektromagnetische Felder sind im Allgemeinen komplex. Insbesondere ist die Re-
aktion der Materie an einer bestimmten Stelle von den wirksamen Feldern E und
B (und nicht etwa nur von Ec und Bey) abhingig; die wirksamen Felder hiangen
aber selbst von den induzierten Quellen ab. Uber die induzierten Quellen sind die
Gleichungen (27.6) und (27.7) miteinander gekoppelt (wegen Qind = Oind[E, B]
und jing = JinalE, BD).

Die theoretische Behandlung der induzierten Felder erfolgt in der Regel im Rah-
men des linearen Response (Kapitel 28). Durch weitere Ndherungen werden wir
schlieBlich eine fiir unsere Zwecke praktikable Form der Maxwellgleichungen er-
reichen (Kapitel 29).

Makroskopische und mikroskopische Felder

Ein Festkorper ist aus Elementarzellen aufgebaut; dies sind die kleinsten identi-
schen Einheiten des Kristallgitters. Fiir einfache Stoffe hat die Elementarzelle Ab-
messungen von wenigen Angstrém (1 A = 10~'9m). Auf der gleichen Skala vari-
iert die Struktur in einem Gas aus Atomen oder Molekiilen. Atomkerne und Elek-
tronen betrachten wir in diesem Zusammenhang als elementare Teilchen.

Als makroskopisch bezeichnen wir Felder, die im Bereich einer Elementarzelle
nahezu konstant sind. Wenn ein Feld dagegen in diesem Bereich wesentlich variiert,
bezeichnen wir es als mikroskopisch. Fiir die in (27.5)—(27.7) auftretenden Felder
gilt im Allgemeinen:

makroskopisch:  Qext, Jexts Eexts Bext (27.8)
mikroskopisch:  Qind; Jing> Einds Bind, E, B '

Die mikroskopische Struktur eines Festkorpers variiert im Bereich einer Elementar-
zelle, die eines Gases im Bereich eines Atoms. Daher werden sich in der Regel auch
Oind Und j; 4 in diesem Bereich wesentlich @ndern, und zwar auch dann, wenn die
Felder Ecx und By konstant sind (Abbildung 28.1). Damit enthalten Ej,q, Bing,
E = Eo + Eing und B = By + Bing mikroskopische Strukturen; die Maxwell-
gleichungen (27.5) und (27.7) sind mikroskopische Gleichungen.

Wenn man an mikroskopischen Details nicht interessiert ist, kann man sie durch
eine raumliche Mittelung iiber viele Atomabstinde oder Gitterkonstanten eliminie-
ren. Die Mittelung iiber ein Feld A = A(r, t) wird durch die Faltung mit einer
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geeigneten Funktion f (r) definiert:

(A)(r, 1) =fd3r’A(r/, 1) f(r—r') mit /d%»’ fr=ry=1 (279

Gelegentlich findet man die Schreibweise (A(r, t)) anstelle von (A)(r, t). Da bei
der Mittelung iiber das Argument r von A(r, ¢) integriert wird, hingt das Ergebnis
aber nicht von diesem Argument ab. Vielmehr ergibt sich eine andere Ortsabhingig-
keit fiir die gemittelte GroBe (A). Vom logischen Standpunkt ist die hier gewéhlte
Schreibweise vorzuziehen.

Die Funktion f(r) sei bei r = 0 lokalisiert und nicht negativ. Eine mogliche
Wahl ist die GauBfunktion

lr —r'|?
b2
Die mikroskopische Skala sei durch die Linge a bestimmt; im Festkorper ist a die
Gitterkonstante. Die Mittelungslidnge b soll sich iiber viele (zumindest aber mehre-
re) Elementarzellen erstrecken. Andererseits soll b klein sein gegeniiber der Skala,

auf der die zu studierenden Phinomene variieren. Fiir eine Welle ist diese Skala
durch die Wellenlidnge A bestimmt.

1 .
=1 =~ exp ( - ) mit a < b <A (27.10)

Andere Darstellungen

Viele Lehrbiicher gehen bei der Einfiihrung der Maxwellgleichungen in Materie in
zwei Punkten anders vor:

1. Die Gleichungen (27.1) werden rdumlich gemittelt. Wegen
(Eo) =0, (Bo) =0 (27.11)

erhilt man Maxwellgleichungen der Form (27.5) fiir die rdumlich gemittelten
Felder E und B. Ab Kapitel 29 betrachten auch wir diese makroskopischen
Felder und die zugehorigen Maxwellgleichungen.

Der Grund fiir den hier gewihlten Ausgangspunkt ist: Wenn die Felder von
vornherein gemittelt werden, wird die mikroskopische Struktur der wirksa-
men Felder E und B eliminiert. Dann ist es auch prinzipiell unméglich, die
exakte Reaktion der Materie auf ein dulleres Feld (also etwa das exakte gjnq)
zu berechnen; genau dies wollen die Festkorperphysiker aber heute tun. Im
Rahmen dieses Buchs kommt eine Losung der mikroskopischen Maxwell-
gleichungen zwar nicht in Frage. Diese Gleichungen sind aber von grund-
sdtzlicher Bedeutung, und mit ihrer Aufstellung ist eine physikalisch addqua-
te Aufteilung der Felder verbunden.

2. Héufig nimmt man eine etwas andere Aufteilung der Ladungen vor:

rei b
0 = Ocext + Qind = Oext + 0l + Ofng (27.12)
——— ——

Ofrei Opol
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Mit ,.frei” werden die Ladungen bezeichnet, die beim Anlegen eines dufle-
ren elektrischen Feldes zum Strom beitragen, mit ,,gebunden‘ alle anderen.
In einem Metall sind etwa die Elektronen im teilweise gefiillten Energieband
(Leitungsband) freie Ladungen, die in den gefiillten Energiebidndern gebun-
dene Ladungen. (Die Bezeichnungen sind nicht allzu wortlich zu nehmen:
Die Elektronen des Leitungsbands sind nicht wirklich freie Teilchen, und die
Wellenfunktionen der Elektronen in den gefiillten Bindern sind nicht lokali-
siert wie etwa gebundene Elektronenzustinde im Atom).

Der Grund fiir die hier gewéhlte Aufteilung 0 = Qext + Oing ist: Sie entspricht
der Unterscheidung zwischen einerseits der Storung der Materie durch zu-
sitzliche Felder oder Ladungen, und andererseits der Reaktion (Response)
der Materie. Diese Aufteilung wird sowohl der experimentellen Situation wie
der theoretischen Behandlung am besten gerecht. Hinzu kommt, dass die Auf-
teilung der induzierten Ladungsverteilung in ,.freie” und ,,gebundene* Anteile
in der Regel nicht eindeutig ist (zum Beispiel fiir schwach gebundene Ladun-
gen in einem Halbleiter).



28 Linearer Response

Die induzierten Felder sind héiufig proportional zu den zusitzlichen Feldern.
Dies bedeutet einen linearen Response der Materie auf die duBlere Storung. Als
Proportionalititskoeffizienten treten die Dielektrizitit ¢ und die Permeabilitéit u auf.

Wir geben die moglichen funktionalen Abhingigkeiten der mikroskopischen
Dielektrizitit ¢ an. Danach beschridnken wir uns auf rdumlich gemittelte Felder und
fiihren die makroskopische dielektrische Funktion ein.

Die Aufteilung (27.3) der Felder, Eiot = Eg+ Eext+ Eing und Biot = By + Bex +
Bing, entspricht der experimentellen Situation. Zugleich ist diese Aufteilung fiir die
theoretische Behandlung besonders geeignet, denn in vielen Féllen kdnnen die extra
Felder (die Storung) als klein betrachtet werden. Dann kann eine lineare Relation
zwischen der Reaktion und der Stérung des Systems angenommen werden.

Das ungestorte elektrische Feld E( in der Elementarzelle eines Festkorpers oder
in einem Atom ist von der GroBle Eg ~ e/(l[gx)2 ~ 10° V/cm; dabei ist e die
Elementarladung. Verglichen damit sind die zusitzlichen (extra) Felder im Allge-
meinen sehr klein. Man stelle sich etwa einen Plattenkondensator vor, der ein Feld
der Stiirke Eeyy = 10°V /cm erzeugt (Abbildung 28.1). Als dulere Storung ist Ex;
die Ursache fiir eine Reaktion des Systems. Wegen E¢x; < Eo kann man erwar-
ten, dass die Reaktion des Systems (etwa die Abweichung der Ladungsverteilung
von der Gleichgewichtsverteilung) linear zum Storfeld ist, also gjng X Eex. Dies
impliziert Ejyg X Eex und E = Eex¢ + Eing < Ecx. Die Annahme eines linea-
ren Response (response bedeutet Antwort) auf eine kleine Stérung wird in vielen
Gebieten der Physik verwendet.

Die lineare Beziehung E o E¢y und ihr magnetisches Analogon schreiben wir
in der Form

EZE?lEextv B = 1 Bex (28.1)

Hiermit wird ausgedriickt, dass eine doppelt so starke Storung eine doppelt so grofie
Reaktion hervorruft. Ansonsten ist die Schreibweise (28.1) eher symbolisch. Insbe-
sondere haben die Felder E und E.x im Allgemeinen unterschiedliche Orts- und
Zeitabhingigkeiten und sind nicht parallel zueinander. Dies wird in ndchsten Ab-
schnitt noch eingehend diskutiert.

In (28.1) steht rechts jeweils die Storung (Ursache) und links die Reaktion (Re-
sponse, Wirkung). Die GroBen ¢! und p werden daher Responsefunktionen (auch
Antwortfunktionen) genannt. Aus historischen Griinden erhilt ¢ (und nicht die Re-
sponsefunktion ¢ ~!) den Namen Dielektrizitiit. Die GroBe u heift Permeabilitiit.
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Qext - Qext
E ext
—_—
X
. X
— 1A—

Abbildung 28.1 Die Ladungsdichte gy auf den Platten eines Kondensators erzeugt das
duBere Feld E .; die Kondensatorplatten sollen viel groBer und viel weiter voneinander ent-
fernt sein als in der Skizze. In das homogene Feld E; wird Materie gebracht. Wir betrach-
ten speziell die Ladungsverteilung oo = —e|v/ (r)|* eines Elektrons in einem Atom (v (r)
sei die gebundene Wellenfunktion des Elektrons). Das dufere Feld fiihrt nun zu einer Ande-
rung dieser Ladungsverteilung (durchgezogene Linie) zu 0y + ©ing (gestrichelte Linie). Fiir
die Skizze wurde angenommen, dass die Anderung in einer Verschiebung der Ladungsver-
teilung besteht. Wichtig sind folgende Punkte: (i) Die induzierte Ladungsdichte variiert auf
mikroskopischer Skala; daher enthalten auch 0 = Qex(+0ing Und E = E o+ E g mikrosko-
pische Strukturen. (ii) Das duBere Feld ist im Allgemeinen sehr klein, etwa E./Ey ~ 1076
fiir Eeyy = 10° V/cm. Die relative Verschiebung und |gina/00| sind dann ebenfalls von der
GroBe 107° (und nicht 10~ wie in der Skizze).

Die GroBen sind so definiert, dass ¢! = 1 und u = 1, wenn es keine Reaktion
des Systems gibt oder wenn keine Materie vorhanden ist, also wenn Ejpq = 0 und
Bi,a = 0.

Mikroskopische Responsefunktion

Stellvertretend fiir die auftretenden Response-Beziehungen untersuchen wir die all-
gemeine Form von E = &~ ! E oxt. Wir betrachten nacheinander die Tensorstruktur,
die Linearitit, die Abhédngigkeit von Zustandsgréen und vom Ort und von der Zeit.
Wir beginnen mit den ersten beiden Punkten:

(i) Das induzierte Feld Ejpqg ist im Allgemeinen nicht parallel zum zusétzlichen
Feld E¢x;. Dann ist auch E = E¢y + Ejpq nicht parallel zu E .. Daher stellt
e~ ! einen Tensor 2. Stufe mit den Komponenten 8;; = () ; dar.

(i1) Fir starke Felder (wie etwa im Laserlicht) konnen nichtlineare Terme wichtig
sein. Solche Terme fiihren zu spezifischen Effekten wie der Streuung von
Wellen aneinander oder der Frequenzverdopplung.

Diese beiden Effekte lassen sich in kartesischen Komponenten durch

3 3

E; = Zé‘?j] Eewj+ Y Vijk Eextj Eextk + - (28.2)
j=1 jok=1
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beschreiben. Im Rahmen des linearen Response-Modells wird nur der lineare Term
beriicksichtigt. Dies ist in vielen Fillen ausreichend.
Wir fiigen die moglichen Abhingigkeiten von den Argumenten hinzu:

3
Ei(r.n=)_ /d3r//dt/ £ r' =1, T, P) Eeu j(r', 1) (283)

j=1
Hierdurch werden folgende Effekte beschrieben:

(iii)) Die Reaktion der Materie auf Storungen hiingt vom Zustand der Materie ab.
Der thermodynamische Zustand von homogener Materie wird im einfachsten
Fall durch die Temperatur 7 und den Druck P festgelegt. Die Dielektrizitit
hingt daher (wie andere Materialparameter) von der Temperatur und vom
Druck ab. Im Folgenden werden diese Abhingigkeiten nicht mehr explizit
angeschrieben.

(iv) Die Stoérung der Materie an der Stelle ' zur Zeit ' kann Reaktionen an an-
deren Stellen r und zu anderen (spéteren) Zeiten ¢ bewirken. Als Analogon
betrachte man ein Klavier: Die Storung an einer bestimmten Stelle (der An-
schlag einer bestimmten Taste) bewirkt eine Reaktion an anderen Stellen und
zu spiteren Zeiten (eine gedampfte Schwingung der Klaviersaite und des Re-
sonanzkorpers).

Wegen der Homogenitit der Zeit kann die Beziehung zwischen Stérung und
Reaktion nur von der Zeitdifferenz ¢ — ¢’ abhiingen. (Der Zustand der unge-
storten Materie sei zeitunabhéngig). Die Materie mit ihrer mikroskopischen
Struktur ist dagegen rdumlich nicht homogen; daher hiangt 87-1 von r und r’
ab. Beide Punkte kann man sich am Beispiel des Klaviers klar machen.

Das Materiestiick soll so grof sein, dass wir Oberfldcheneffekte vernachléssi-
gen konnen. Dann erstreckt sich die Ortsintegration in (28.3) iiber den gesam-
ten Raum. Die Zeitintegration lduft von —oo bis +o0.

Die Reaktion (Ejnq) des Systems kann nur nach der Stérung (Ee;) erfolgen;
diese Bedingung wird auch Kausalitdit genannt. Subtrahiert man in (28.3) auf
beiden Seiten Eqy: ;(r, t), so wird die linke Seite zu Ejng,; (7, t), und auf der
rechten Seite tritt 8;} —8;ij 8(r—r') 8(t —1') an die Stelle von ejjl. Wegen der
Kausalitit muss Eing, ; (r, 1) vor der Storung, also fiir 7 < ¢/, verschwinden.
Dies bedeutet

e, (r,r 1 —1)=0 fir 1 <7  (Kausalitit) (28.4)

Im kristallinen Festkorper ist die Ortsabhédngigkeit der (mikroskopischen) Dielek-
trizitdt sehr kompliziert. Insbesondere fiihrt auch ein konstantes dufleres Ecx-Feld
zu E-Feldern, die innerhalb einer Elementarzelle erheblich (bis zu einer Grofen-
ordnung) variieren. Im Folgenden beschrinken wir uns daher auf eine einfache ma-
kroskopische Néherung.
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Makroskopische Responsefunktion
Wir fiihren in (28.3) die rdumliche Mittelung (27.9) durch:

3
(Ej)(r,1) = Z /d3r/ /dt’ <e;j1>(r — 1/t — 1) Eext j(r', 1) (28.5)
=1

Die Mittelung wird beziiglich der r-Abhingigkeit ausgefiihrt; dies ergibt zunichst
die Mittelungsklammern bei E;. Das Integral iiber »’ impliziert eine Mittelung der
r’-Abhingigkeit von 871.1 (r,r’); dabei spielt der Faktor Eey, ;(r’,t") keine Rolle,
weil dieses Feld von vornherein makroskopisch ist. Damit wird iiber beide Argu-
mente von s;jl (r, r’) gemittelt und wir erhalten die gemittelte Responsefunktion.
Nach einer raumlichen Mittelung stellt die Materie ein homogenes Medium' dar;
dabei betrachten wir nur eine Stoffsorte und keine Begrenzungen der Materie (die
die Homogenitit verletzen wiirden). Wegen dieser raumlichen Homogenitit kann
die Responsefunktion dann nur von der Differenz r — r’ abhingen.
In der Fouriertransformation

fk,w) = /d3r /dt f(r,t) exp(ik - r) exp(iwt) (28.6)

1
fe0 = 5

fiir den Ort und die Zeit verwenden wir dasselbe Symbol f fiir die Funktion und ihre
Fouriertransformierte; die Unterscheidung zwischen beiden Groflen erfolgt anhand
der Argumente. Wir fiihren diese Transformation auf beiden Seiten in (28.5) aus.
Dabei wird die Faltung auf der rechten Seite zu einem Produkt:

/d3k /da) fk, w) exp(—ik - r) exp(—iwt) (28.7)

3
(Epe,w) = Y (671 (k. @) Eex (k. ) (28.8)
j=1

Wir vernachlissigen nun die k-Abhéngigkeit der Responsefunktion,

(7)) (k. ) ~ (710, ) (28.9)
Damit ergibt die Fourierriicktransformation von (28.8)
3
(Ei)(r, @) =Y (670, ) Eext,j(r, ) (28.10)
j=1

Wegen (28.9) haben die Felder E.x und E dieselbe Ortsabhingigkeit. Mit dieser
Niherung vernachlédssigen wir Nichtlokalitdten in (28.5); konkret bedeutet dies zum

'Unter Medium versteht man das den Raum kontinuierlich ausfiillende Mittel, in dem sich Ur-
sache und Wirkung (insbesondere auch Wellen) fortpflanzen. So ist zum Beispiel Luft ein Medium
fiir Schallwellen.
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Beispiel den Verzicht darauf, die rdaumliche Propagation einer lokalisierten Storung
zu beschreiben.

Bisher stand rechts immer die Storung (E¢x¢) und links die Reaktion (Ejyq, in E
enthalten) der Materie. Es ist jedoch allgemein iiblich, E.x als Funktion von E zu
schreiben. Dazu fiihren wir die zur Matrix (¢~!) = ((s;j1 )) inverse Matrix ein:

makro _ 1
& () = (7@1)(0’ w)>ij (28.11)

Der Index ,,makro* gibt an, dass es sich um eine makroskopische Grée handelt.
Mit (28.11) wird (28.10) zu

Eex,i(r,®) = Zsma“"(w) ) (r, ©)
’;1 (28.12)

Eex,i(r,w) = Z gij(w) Ej(r, w) (vereinfachte Notation!)
j=1

Die erste Zeile gibt das Ergebnis in der bisherigen Notation an. Zur Vereinfachung
der Notation lassen wir ab jetzt die Mittelungsklammer und den Index ,,makro* weg
(zweite Zeile).

Als letzte Vereinfachung beschrinken wir uns auf isotrope Medien. Wenn keine
Richtung ausgezeichnet ist, muss E parallel zu E¢; sein, also

gij(w) = e(w) §jj (isotropes Medium) (28.13)

Isotrope Medien sind insbesondere Fliissigkeiten und Gase. Festkorper haben da-
gegen im Allgemeinen Polarisierbarkeiten, die fiir die verschiedenen Kristallachsen
unterschiedlich sind. Speziell fiir einen kubischen Kristall gilt aber (28.13). (In ei-
nem Koordinatensystem, dessen Achsen parallel zu den Kristallachsen stehen, gilt
(28.13) offensichtlich wegen der kubischen Symmetrie. Der Ubergang in ein ande-
res Koordinatensystem erfolgt durch eine orthogonale Transformation. Nach (2.11)
andert eine solche Transformation (28.13) nicht). Mit (28.13) wird (28.12) zu

Eq(r,w) = ¢(w) E(r, ) (homogener, isotroper Fall) (28.14)

Wir bezeichnen e(w) als dielektrische Funktion; hierin ist viel weniger Informati-
on enthalten als in der mikroskopischen Dielektrizitit ¢ in (28.3). Die dielektrische
Funktion ¢(w) ist dimensionslos. Wegen der Verwendung des Faktors exp(—iwt)
ist £(w) im Allgemeinen komplex. Der Grenzfall w — 0 ergibt die Dielektrizitdits-
konstante

e =¢(0) (Dielektrizitdtskonstante) (28.15)

Die dielektrische Funktion &(w) ist eine Materialeigenschaft. Fiir Wasser ist die
gemessene dielektrische Funktion in Abbildung 34.3 und 34.4 skizziert.
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Im Gegensatz zu (28.11) gilt im magnetischen Fall ;L?}akro = (Wij), denn in
B = 1 By istdie logische Stellung von B und By zugleich die allgemein tibliche.

Analog zu (28.14) erhalten wir
B(r, w) = p(w) Bexi(r, o) (homogener, isotroper Fall) (28.16)

Wir fassen die Annahmen, unter denen wir die makroskopischen Responsebezie-
hungen (28.14) und (28.16) erhalten haben, unter der Bezeichnung ,,homogener,
isotroper Fall“ zusammen. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Materie den gesam-
ten Raum ausfiillt; denn Begrenzungen der Materie verletzen die Homogenitét und
Isotropie. Fiir die Isotropie ist auch die Nidherung (28.9) notwendig.



29 Makroskopische Maxwellgleichungen

Eine rdumliche Mittelung fiihrt von den mikroskopischen zu den makroskopischen
Maxwellgleichungen. Fiir die dabei auftretenden GroBen geben wir einfache Ni-
herungen an: Die induzierte Ladungsverteilung wird durch die Dipolmomente der
einzelnen Atome (Molekiile, Elementarzellen) dargestellt. Die dielektrische Funk-
tione = 1+ 47nngae wird durch die Dichte ny und die elektrische Polarisierbarkeit
o der Atome ausgedriickt. AbschlieBend wird die Energiebilanz eines Systems aus
elektromagnetischen Feldern und geladenen Teilchen behandelt.

Die raumliche Mittelung (27.9) vertauscht mit partiellen Ableitungen:

o(4) = /d3r/ A1) ftr—r — - —/d3r’ AG 1) af r —r")

0x 0x ax’

L /d3r, A, 1) Fr—r) = <%> (29.1)
o i

Damit gilt (div A) = div (A) und (rot A) = rot (A). Natiirlich vertauscht die rdum-
liche Mittelung auch mit einer Zeitableitung. Eine rdumliche Mittelung iiber die
Maxwellgleichungen (27.5) oder (27.6, 27.7) ergibt damit sofort Maxwellgleichun-
gen derselben Form fiir die makroskopischen GroB3en.

Wir mitteln rdumlich iiber die Maxwellgleichungen (27.5). Zugleich setzen wir
die Aufteilungen 0 = Qext + Qind Und j = j oy + Jing €10

, 1 9(B)
div (E) = 47 ((0ext) + (0ind)) - rot (E) + - ——= =0
1 9(E) 4 (29-2)
diV(B)ZO’ rOt(B>_E%:Tn ((jext)+(jind>)

Polarisation

Wir leiten einen Niherungsausdruck fiir die gemittelte Ladungsdichte (ojng) ab. Da-
zu denken wir uns die Materie in mikroskopische Einheiten aufgeteilt. In einem Gas
oder einer Fliissigkeit wihlen wir als Einheiten die einzelnen Atome oder Molekiile,
in einem Festkorper eine Elementarzelle. Die Einheiten sollen neutral sein, das heif3t
ihre Gesamtladung soll verschwinden. Die Anderung der Ladungsverteilung in der
v-ten Einheit (aufgrund der zusitzlichen Felder) bezeichnen wir mit Ag,, (r —r,,, t).
Dabei ist r,, der Vektor zum Zentrum der v-ten Einheit (etwa der Schwerpunkt des
Atoms); dieser Vektor konnte auch zeitabhéngig sein, r, = r,(¢).
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Die induzierte Ladung ergibt sich als Summe iiber alle Einheiten:

Qind(r. 1) = Y Agy(r —ry, 1) (29.3)

Der Index v von Ap, ldsst zu, dass es verschiedene Einheiten (Atome) gibt. Wenn
alle Einheiten identisch sind, dann entfillt dieser Index.

Der Vektor ¥’ = r — r,, im Argument von o(r’, r) zeigt vom Zentrum der Ein-
heit zu der betrachteten Stelle. Wegen der endlichen Grof3e der mikroskopischen
Einheiten gilt:

, 0 7’| > a
Agy(r', 1) = { beliebig r) 5 a 29.4)
Dabei bezeichnet a die Langenausdehnung der mikroskopischen Einheiten (Atom,
Elementarzelle).

Ein zusitzliches Feld kann die Form der Ladungsverteilung, aber nicht die Ge-

samtladung einer mikroskopischen Einheit d&ndern. Daher gilt

/ d*r Aoy(r,1) =0 (29.5)

Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften (29.4) und (29.5) fiihren wir nun die
raumliche Mittelung iiber die induzierte Ladungsverteilung (29.3) durch:

(Qina) (r 1) = (ZAQV Z / d*F Agy(F —ry.t) f(r —F)
= Z/d%’ Agu(r',t) f(r—r,—r1") (29.6)

=> fr—ry /d3r’ Agy(r' )= Vf(r—r)- fd3r/ r Agy(r' ) + ...
v | S —) v

=0 =p,®)

Die Funktion f(r — r, — r’) wurde nach Potenzen von r’ entwickelt. Wegen
3"f/ox" ~ f/b" undr’ < aistdies eine Entwicklung nach Potenzen vona/b < 1;
dabei ist b die Reichweite der Mittelungsfunktion.

Der erste nichtverschwindende Beitrag der Entwicklung (29.6) kann durch die
Dipolmomente p,(#) der mikroskopischen Einheiten (Atome, Elementarzellen)
ausgedriickt werden. Unter Vernachldssigung der nidchsten Terme (hohere Multi-
polmomente) erhalten wir

(Qna) (r.1) = =Y py(0)-Vf(r—r)) = — (vamf(r—ru))
' (29.7)

—V-/d3r’va5<r/—ru>f<r—r’> = —V'<va8(r’—rv))<r,r>
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Die zu mittelnde GroBe hingt von r’ ab, die gemittelte GroBe (das Ergebnis der
Mittelung) hingt von r ab. Das Ergebnis kann aulerdem von der Zeit abhéngen,
und zwar iiber p,, = p,(¢) und iiber r, = r,(¢). Durch

P(r.1) = <va 5(r' — rv)>(r, 1) =

elektrisches Dipolmoment

(29.8)

Volumen

fiihren wir die Polarisation P ein. Unter Umstinden muss man die Entwicklung
(29.6) zu hoheren Multipolmomenten fortsetzen. So verschwindet zum Beispiel das
Dipolfeld der Elementarzelle eines Siliziumkristalls aus Symmetriegriinden.

Aus (29.7) und (29.8) folgt

div P = —(Qind) (29.9)

Magnetisierung

Die analoge Behandlung von (j;,q) = ( >_ j, ) fiihrt zu

1 . 10P
rotM = — (jipg) — — — (29.10)
c c ot
mit der Magnetisierung
_ r __ magnetisches Dipolmoment
M(r. 1) = <XU:[LV 5(r ru)>(r, f) = o (29.11)

Der fiihrende Beitrag zu (j;,q) kommt also von den magnetischen Momenten g, =
[d 3rrx j ,/2c der mikroskopischen Einheiten.

Maxwellgleichungen mit den Feldern D und H

In (29.2) lassen wir jetzt die Mittelungsklammern bei den Feldern weg, also
(E)y - E, (B)— B (vereinfachte Notation!) (29.12)

Die zusitzlichen Quellen sind von vornherein makroskopisch, also (Qext) = Oext
und (jox) = Jexi- Durch

E=D—-4nP, B=H+41tM (29.13)

definieren wir die dielektrische Verschiebung D und die magnetische Feldstdrke
H . Die Bezeichnungen sind historisch bedingt und teilweise irrefithrend. Daher sei
noch einmal betont, dass E und B die grundlegenden Felder sind (wegen 27.4).

Wir setzen nun (Qjpg) = —div P und (j;,q) = crotM + P in (29.2) ein. Mit
der Notation (29.12) und den Bezeichnungen (29.13) erhalten wir daraus die makro-
skopischen Maxwellgleichungen

. 1 0B
divD = 47 Qext rotE—i——E:O
c
(29.14)
. 10D 47
divB =0, rotH — — — = — jou
c ot c
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Suszeptibilitéit

In Kapitel 25 hatten wir ein Oszillatormodell fiir die Polarisation eines Atoms ein-
gefiihrt. Dies fiihrte zum induzierten Dipolmoment p(¢) = «.(w) E(¢) mit der Po-
larisierbarkeit o (@), (25.12). Wir nehmen an, dass ein solcher Zusammenhang fiir
die Dipolmomente in (29.8) gilt:

P(r.1) = @) E(r,0) (Y250 = 1)) (r) = no(r) ae(w) E(r,1) - (29.15)

Die Dichte ng(r) der Atome sei zeitunabhingig (die eventuellen Zeitabhéingig-
keiten der r,(¢) konnen durch die Mittelung verschwinden). Die Zeitabhéngig-
keit in p(t) = ae(w) E(t), (25.11), besteht in dem Faktor exp(—iwt). Daher gilt
E(r,t) = E(r,w)exp(—iwt) und P(r,t) = P(r, w) exp(—iwt). Ohne den Fak-
tor exp(—iwt) wird (29.15) zu

P(r,w) = xe(r,w) E(r,w) (29.16)

mit der elektrischen Suszeptibilitdt

Xe(r, @) = no(r) ae(w) (29.17)

Dieser Zusammenhang zwischen der atomaren Polarisierbarkeit o und der Suszep-
tibilitét x. ist eine Ndherung. Einige der dazu ndtigen Annahmen wurden bereits in
Kapitel 28 diskutiert: Giiltigkeit des linearen Response, makroskopische Ndherung
und Isotropie (P || E). Homogenitit wurde fiir (29.17) aber nicht vorausgesetzt.
Bei der jetzigen Ableitung kamen folgende Annahmen hinzu:

(i) Die induzierte Ladungsverteilung kann durch die induzierten Dipole der ein-
zelnen Einheiten (Elementarzelle, Atom) angenéhert werden.

(i1) Die Dipole der einzelnen Einheiten stellen sich unabhéngig voneinander ein.
Alle Einheiten sind von derselben Art.

(iii) Die gemittelte Dichte ng(r) der Atome ist zeitunabhingig.
(iii) In p, = o, E kann das mittlere wirksame Feld E verwendet werden!

Diese zusitzlichen Voraussetzungen sind im Allgemeinen fiir ein verdiinntes Gas
erfiillt; im Festkorper sind sie dagegen mehr oder weniger stark verletzt.

UAn sich wire das am Ort des Atoms wirksame, lokale Feld Ejgx = Eex( + Eing zu nehmen,
also p, = ae E1ok. Das Feld Ejo variiert im Bereich einer Gitterzelle (im Gegensatz zum rdumlich
gemittelten Feld E = Ecx + (Eing)).
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Homogener, isotroper Fall

Wir stellen einen Zusammenhang zwischen den Feldern Ecy, Eing, Bext, Bind und
D, P, H, M her. Dazu vergleichen wir (29.9, 29.10) und die inhomogenen Glei-
chungen in (29.14) mit den inhomogenen, rdumlich gemittelten Gleichungen in
(27.6) und (27.7); die Mittelungsklammern lassen wir weg. Dieser Vergleich ergibt

divD = div Eey, rotH—l')/c = rotBext—Eext/C
—47divP = divEind, 4nrotM +4nP/c = rot Bing — Eing/c
(29.18)

Im isotropen und homogenen Fall gilt (29.16) mit x = x (), also
P(r,w) = xe(w) E(r, ») (29.19)

Damit haben P und E dieselbe Ortsabhédngigkeit und Richtung. Dann konnen sich
D = E + 47 P und Ec = ¢(w) E nur um einen skalaren, ortsunabhéngigen
Faktor unterscheiden. Aus div D = div E« folgt dann, dass dieser Faktor gleich 1
ist (vorausgesetzt die Divergenz verschwindet nicht). Diese Diskussion gilt analog
fiir die anderen Felder. Damit erhalten wir

D = E, H = Bex

(homogener, isotroper Fall)
—4nP = Ejq, 47tM = Biyg
(29.20)
Diese Beziehungen gelten nicht fiir ein begrenztes Materiestiick, denn Begrenzun-
gen verletzen die Homogenitit und im Allgemeinen auch die Isotropie. Beispiele
hierfiir sind das Feld Ej,q einer homogen polarisierten Kugel (Aufgabe 30.3) oder
das in Abbildung 30.3 dargestellte Problem.
Wir vergleichen noch die Aufteilungen (27.3) und (29.13) der Felder E und B
miteinander:

E = Eeq+ Epa = D—47P

(29.21)
B = B+ Bing = H+4M

Fiir den homogenen, isotropen Fall sind diese Aufteilungen jeweils gleich.
Mit D = E¢ und H = B erhalten die Responsebeziehungen (28.14) und
(28.16) die Form
D(r,w) = ¢(w) E(r,w) (29.22)
B(r, w) w(w) H(r, w) (29.23)

Wie bereits diskutiert, passt die Stellung der Felder in diesen beiden Beziehungen
nicht zusammen. Vielmehr entsprechen sich die grundlegenden Felder E und B,
und die Felder D = Eq und H = By;.
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Makroskopische Maxwellgleichungen mit ¢ und p

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnung ¢ und p wie in (29.22, 29.23), auch
wenn der homogene, isotrope Fall nicht vorliegt. Diese Verwendung deckt sich mit
der in Lehrbiichern iiblichen Behandlung der makroskopischen Elektrodynamik.
Im homogenen, isotropen Fall (29.20) fillt dies mit dem Gebrauch in Kapitel 28
zusammen.

Aus D =¢E,D = E +47nP,und P = x. E folgt

e=1+47mxe (29.24)
Speziell mit der Suszeptibilitit (29.17) erhalten wir
e(r,w) = 1+4mng(r) as(w) (29.25)

Die Ortsabhingigkeit von ng(r) beriicksichtigt Inhomogenitdten oder rdaumliche
Begrenzungen der Materie. Wir konnen auch eine Ortsabhéingigkeit von oe(r, w)
zulassen, um unterschiedliche Polarisierbarkeiten verschiedener Materialien zu be-
schreiben. Im Folgenden werden wir die Form

D(r,w) = &(r,o) E(r,) (29.26)
B(r,0) = nr,o) Hr, o) (29.27)

der Responsebeziehungen voraussetzen. Die zeitabhingigen Felder ergeben sich
dann aus

1 o0
D(r,t) = Z_f dw e(r,w) E(r, w) exp(—iwt) (29.28)
T Jo
und E(r, 1) = [;°dw E(r, o) exp(—iwt) /2.
Fiir (29.28) schreiben wir kurz D = ¢ E. Damit und mit H = B/u wird
(29.14) zu

. 10B
le(EE)=4JTQeXt1 rOtE+—¥=O
c
(29.29)
. B 10(E) 4m |,
divB =0, rot— — — = — Jext
u ¢ ot c

Fiir gegebene Quellen ey, j oy und MaterialgroBen ¢, u ist dies ein geschlossenes
System von Gleichungen fiir die Felder E und B. In allen konkreten Anwendungen
werden wir die Maxwellgleichungen in dieser Form verwenden.

Fiir die makroskopischen Maxwellgleichungen haben wir nunmehr zwei For-
men angegeben, (29.14) und (29.29). Dabei sind wir von den makroskopischen,
aber noch exakten Gleichungen (29.2) ausgegangen. Fiir den Schritt zu (29.14)
wurden lediglich (29.9) und (29.10) benétigt. Dies ist keine starke Einschrinkung;
insbesondere schlieBen (29.9) und (29.10) die Beriicksichtigung hoherer Multipole
nicht aus. Dagegen verwenden wir in (29.29) die Responsebeziehungen (29.26) und
(29.27), in deren Ableitung eine Reihe von Annahmen einging.



Kapitel 29 Makroskopische Maxwellgleichungen 275

Energiebilanz

Wir gehen von der Lorentzkraft auf ein zusitzliches Teilchen mit der Ladung
q aus; diese Ladung ist als Bestandteil der Ladungsdichte pex anzusehen. Ei-
ne rdaumliche Mittelung iiber die in Materie effektiv wirksame Kraft (27.4) ergibt
(F) = q ((E) + v x (B)/c). Wie in den makroskopischen Maxwellgleichungen
lassen wir die Mittelungsklammern weg:

F=g (E(r, 0+ ; x B(r, t)) (29.30)

Da die Lorentzkraft die iibliche Form hat, konnen die Uberlegungen des Abschnitts
,.Energiebilanz* aus Kapitel 16 leicht iibertragen werden. Analog zu (16.18) wird
Jext - £ mit Hilfe der Maxwellgleichungen (29.14) durch die Felder ausgedriickt:

) c 1 oD
Joi ' E = —E-totH — —— E - —
47 47 at
c .. c 1 oD
= —div(ExXH)+—H -rotE——E-—
4 47 4n ot
0
= —divs— 2= (29.31)
at
Im letzten Schritt haben wir den Poyntingvektor
S(r,1) = 4i ExH  (Energiestromdichte) (29.32)
B’

und dwem /3t = (E - D + H - B)/47 eingefiihrt. Fiir D = ¢ E und H = B/ mit
zeitunabhédngigen GroBen ¢ und p erhalten wir

1
Wem = e (E -D+ H - B) (Energiedichte) (29.33)
T
Das Ergebnis von (29.31)
0Wem . . .
+divS = — j E (Poynting-Theorem) (29.34)

ist das Poynting-Theorem in Materie.

Analog zur (16.16) und (16.17) erhalten wir d Epa/dt = fd3r Jext - E fiir die
Anderung der kinetischen Energie der materiellen Ladungstriger. Wir integrieren
dies iiber ein zusammenhingendes Volumen V mit der Oberfliche a(V):

dEem d Emat
dt dt

= _y§ da-S(r,1) (29.35)
a(V)

Voraussetzung hierfiir ist (wie in Kapitel 16 diskutiert), dass nur ein elektromagne-
tischer (und keine materieller) Energiestrom durch die Oberflache a(V') geht.
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Energie durch Stofle an das Metall ab.

- — - Abbildung 29.1 Ein Draht wird homogen von einem

K IE konstanten Strom [/ durchflossen. An der Oberfliche

des Drahtes ist die Energiestromdichte § = cE X

H H /4T iiberall nach innen gerichtet. Die einstromende

- —— = Feldenergie wird als kinetische Energie auf die beweg-

\\/ ten Ladungen iibertragen. Die Ladungen geben diese
|

Wir betrachten nun ein abgeschlossenes Systems und wihlen das Volumen V
so, dass das System innerhalb von V liegt. Dann verschwindet das Integral iiber die
Oberfliche a(V') des Volumens, und (29.35) wird zu

E = Epnat + Een = const. (abgeschlossenes System) (29.36)

Als Volumen V kommt insbesondere auch der gesamte Raum in Frage. Fiir das
Verschwinden des Oberflichenintegrals geniigt es dann, dass die Felder im Unend-
lichen mindestens wie 1/r2 abfallen.

Die GroBe (29.36) hat die Dimension einer Energie. Die Energiegrofie, die fiir
ein abgeschlossenes System konstant ist, ist die Gesamtenergie des Systems. Das
System besteht aus Feldern und Teilchen; ferner ist bekannt, dass E,, die Energie
der Teilchen ist. Hieraus folgt, dass Eep, die Energie und wey, die Energiedichte des
elektromagnetischen Felds ist. Die zugehorige Energiestromdichte ist dann S.

Als Anwendung von (29.35) betrachten wir in Abbildung 29.1 einen Draht, der
von der konstanten Stromdichte jex; durchflossen wird. In diesem Fall zeigt S iiber-
all an der Oberflache des Drahtes nach innen; es stromt also Feldenergie in den
Draht hinein. Da die Felder konstant sind, gilt 0 wey /9t = 0. Nach (29.35) erhoht
die in den Draht stromende Feldenergie die Energie Ep, der Elektronen, die den
Strom tragen. Die Elektronen selbst geben die Energie durch Stoe an das Gitter
(oder an Phononen) weiter; dieser zweite Schritt ist in der Bilanzgleichung (29.35)
nicht beriicksichtigt. Die in den Draht stromende Energie wird so schlieBlich in
Wirme umgewandelt.

Im stationédren Fall muss die in den Draht hineinflieBende Feldenergie in glei-
chem Umfang an anderer Stelle dem Feld zugefiihrt werden. Dies geschieht an den
Stellen des Generators oder der Batterie.



30 Erste Anwendungen

Wir diskutieren einige Anwendungen der makroskopischen Maxwellgleichungen.
Um den Fall verschiedener Materialien (zum Beispiel Luft und Glas) behandeln
zu konnen, leiten wir die Stetigkeitsbedingungen fiir die Felder an der Grenzfliche
zwischen zwei Medien ab. Danach 16sen wir zwei einfache Probleme der makro-
skopischen Elektrostatik.

Stetigkeitsbedingungen

Aus den makroskopischen Maxwellgleichungen (29.14) leiten wir Stetigkeitsbedin-
gungen fiir die Felder an der Grenzfliche zwischen zwei Medien ab, Abbildung
30.1. Auf der Grenzfliche lassen wir eine Flidchenladung oey und einen Ober-
flaichenstrom Jex zu. Der Oberflichenstrom ist gleich Jext = 0ext ¥, wenn alle
Ladungstriger in oey dieselbe (zur Oberfliche parallele) Geschwindigkeit v haben.

Aus zwei kleinen Flichenelementen a, die parallel zur Grenzfliche liegen, bil-
den wir ein Volumenelement AV (Abbildung 30.1). Der Abstand zwischen den bei-
den Flachenelementen wird dabei (beliebig) klein gewihlt. Wir wenden den Gaul3-
schen Satz auf div D = 41 ey und AV an:

y{ dA-D:an-(Dz—D|)=4n/ d3r Oext = 4T Gext (30.1)
A(AV) AV

Hierbei ist 7 der in Abbildung 30.1 gezeigte Normalenvektor, und gex; ist die in AV
enthaltene zusitzliche Ladung. Mit der Oberflichenladung oex = gexi/a erhalten
wir hieraus

(Dy — Dy) -n =4m0ex (30.2)

Eine analoge Anwendung des Gauf3schen Satzes auf div B = 0 ergibt
(B,—By1)-n=0 (30.3)

Aus zwei kleinen Linienelementen der Linge ¢, die parallel zur Grenzfliche lie-
gen, bilden wir die Rechteckfliche AA (Abbildung 30.1). Der Abstand zwischen
den beiden Linienelementen wird dabei (beliebig) klein gewihlt. Fiir diese Flache
wenden den Stokesschen Satz auf rot H = (471/¢) joy + D /c an:

oD 47

1
fds-H=et-(H2—H1)=—/ dA-<4njw+—>=—iext (30.4)
C C JaA ot c

2717

T. FlieBbach, Elektrodynamik, DOI 10.1007/978-3-8274-3036-6_31
© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2012



278 Teil VI Elektrodynamik in Materie

AV

.~ Medium 2

et
I
AA

Abbildung 30.1 An der Grenzfliche R zwischen zwei homogenen Medien gibt es be-
stimmte Stetigkeitsbedingungen fiir die Felder. Zu ihrer Ableitung werden ein Volumen-
element AV und ein Flichenelement AA benutzt, deren Form rechts skizziert ist.

Die Grofle dD /9t sei an der Grenzfliche endlich; dann geht dieser Beitrag mit der
kleinen Seitenldinge von AA gegen null. Auf der rechten Seite ist iex¢ der Strom
durch AA. Nach Division durch ¢ steht auf der rechten Seite der Oberflichenstrom
Jext = lext/f (Strom/Lange = (Ladung/Fliche) x Geschwindigkeit). Es gibt zwei
unabhingige Tangentenvektoren ¢ und damit zwei Bedingungen der Form (30.4),
die zu

47
nX(H2_H1)=TJext (30.5)

zusammengefasst werden konnen. Analog dazu fiihrt die Anwendung des Stokes-
schen Satzes auf rot E = —B/c zu

n x (E2 — El) =0 (306)

Wir fassen die Bedingungen fiir den Fall zusammen, dass es keine zusitzlichen
Ladungen auf der Grenzfldche gibt:

1. Die Tangentialkomponenten von E sind stetig.
2. Die Normalkomponente von D ist stetig (0ex; = 0).
3. Die Normalkomponente von B ist stetig.

4. Die Tangentialkomponenten von H sind stetig (Jexc = 0).

Elektrostatik

Aus (29.29) erhalten wir im elektrostatischen Fall

div (e(r) E(r))
rot E(r)

4T Oext (30.7)
0 (30.8)

Dies sind die Grundgleichungen der Elektrostatik in Materie. Die erste Gleichung
schreiben wir auch in der Form div D = 471 0¢xt.
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Im Folgenden betrachten wir speziell einen Vakuumbereich (¢ = 1) und einen
von Materie mit ¢ > 1 ausgefiillten Bereich. Die Materie bezeichnen wir in diesem
Zusammenhang als Dielektrikum; Tabelle 31.1 listet die Dielektrizititskonstanten &
einiger Stoffe auf. An der Grenzfliche zwischen Vakuum und Dielektrikum gelten
die Stetigkeitsbedingungen (30.2) und (30.6).

Dielektrikum im Kondensator

In einen Plattenkondensator (Plattenflaiche Ac, Abstand d) befinde sich ein qua-
derformiges Dielektrikum, Abbildung 30.2. Diese Anordnung sei senkrecht zur z-
Richtung so ausgedehnt, dass wir Randeffekte vernachldssigen konnen. Wegen der
Symmetrie des Problems gilt dann E = E(z) e, und D = D(z)e;.

Wir betrachten die (diinnen) Kondensatorplatten als Fldchen, auf die wir (30.2)
anwenden konnen. Mit D| = 0 (auflerhalb des Kondensators) und D, = D (inner-
halb), und aus oext = Qext/Ac (untere Platte) folgt dann

Oext
Ac

Nach (30.7) gilt div D = 0 innerhalb des Kondensators. Fiir D = D(z) e, bedeutet
dies dD(z)/dz = 0, also D(z) = const. Damit gilt das in (30.9) zunéchst an der
Grenzflache bestimmte Feld iiberall zwischen den Platten (im Vakuum). Das Feld
D ‘ndert sich auch dann nicht, wenn parallel zu den Platten ein Dielektrikum in
den Kondensator gebracht wird (Abbildung 30.2); denn an der Grenzfliche zwi-
schen Vakuum und Dielektrikum ist D stetig (eine Oberflachenladungsdichte oex(
an diesen Grenzflachen wird ausgeschlossen).

Mit eygx = 1 und epeg = ¢ konnen wir die Felder P = (D — E)/4m und
E = D/e angeben:

D=4n

e, (mit oder ohne Medium) (30.9)

D 0 (Vakuum)
E={p und P = e—1 (30.10)
— D (Medium)
£ 4me
An der Grenzfliche Dielektrikum-Vakuum werten wir div P = — gjyq analog zu

(30.1) und (30.2) aus. Dies ergibt (P, — P1) - n = —0jpg, also die induzierte Ober-
flichenladung
&€ —1 Qext
& AC
Das Pluszeichen gilt fiir die obere Grenzfliche des Mediums in Abbildung 30.2, das
Minuszeichen fiir die untere.

Die Polarisation P des Dielektrikums und die induzierten Oberflichenladungen
oind hidngen wie folgt zusammen: Durch das zusétzliche Feld werden die positiven
und negativen Ladungen jeder mikroskopischen Einheit (Atom, Elementarzelle) et-
was gegeneinander verschoben. In der makroskopischen Nédherung bilden die posi-
tiven und negativen Ladungen jeweils einen homogen geladenen Quader. Die Po-
larisation bedeutet eine kleine Verschiebung dieser beiden Quader gegeneinander.

Oind = % (30.11)
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- Qext
z ~— + Qina
E=D
Vakuum ~— — Qina
+ Qext

Abbildung 30.2 Die Ladungen + Q. auf den Kondensatorplatten erzeugen das Feld E ..
In der gegebenen einfachen Geometrie ist D = E . In dieses Feld wird ein Stiick Materie
gebracht. Die Polarisation dieses Mediums fiihrt zu den induzierten Polarisationsladungen
4 Qing an den Grenzflichen; dabei ist Qing = Qexi(¢ — 1)/¢. Die Ladungen sind Fliachen-
ladungen; die Angaben beziehen sich jeweils auf dieselbe Flache. Die induzierten Ladungen
schirmen das E-Feld teilweise ab; fiir ¢ > 1 ist das E-Feld im Medium schwicher als im
Vakuum.

Dann heben sich die positiven und negativen Ladungen im Inneren auf; am Rand
entstehen aber die Oberflachenladungen ojng. Die Polarisationsladungen sind also
der sichtbare Ausdruck der homogenen Volumenpolarisation.

Die induzierte Ladung Qing auf dem Dielektrikum ist proportional zur Ladung
Qext auf dem Kondensator (jeweils auf dieselbe Fliche bezogen):

8—1 £—00

Oind = Oext —> Qext (30.12)

Fir ¢ = 2 ist Qijnd = Qext/2; das Feld der Kondensatorladungen wird gerade
zur Hilfte abgeschirmt. Die Dielektrizititskonstante eines Metalls ist unendlich,
(31.30). In diesem Grenzfall ist Qijng = Qext- Das Feld der Kondensatorladungen
wird vollstindig abgeschirmt, so dass im Metall E = 0 gilt. Nach (30.11) gibt es
einen flieBenden Ubergang von ojpg = 0 (Vakuum, ¢ = 1) zu ojg = F0ex fiir
& — oo (Metall, vollstdndige Abschirmung des externen Felds).

Wir betrachten noch die Spannung U des mit &+ Q¢ geladenen Kondensators
(Plattenfliche Ac, Abstand d). Ohne Medium ist die Spannung Uyyx = Evaxd.
Schieben wir nun das Medium ein (es fiille den Platz zwischen den Platten vollstin-
dig aus), so sinkt die Spannung auf Upeq = Emed d = Uyak/€. Aus dem Verhiltnis
der Spannungen oder Kapazititen kann man leicht die Dielektrizitidtskonstante &

bestimmen:
U vak Cmed

¢ Uned Cvak
Man kann auch eine Wechselspannung U = Uy cos(wt) anlegen und die maximale
Ladung Q¢ mit und ohne Medium messen. Sofern die quasistatische Niaherung (Ka-
pitel 26) zuldssig ist, erhidlt man so die Kapazitit C = Q¢/Up und die dielektrische
Funktion €(w) = Cped/Cvak- Im Giiltigkeitsbereich der quasistatischen Niherung
wird meist €(w) =~ ¢(0) gelten.

(30.13)
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, 2
Vakuum Y
e=1
/ yai+y 42
- 1 a a /
q q.9 q X

Abbildung 30.3 Der Bereich x > 0 sei von einem Dielektrikum (punktiert) ausgefiillt.
Eine Punktladung polarisiert das Dielektrikum. Das Feld kann mit Hilfe von Bildladun-
gen, deren Positionen rechts angegeben sind, berechnet werden. Im linken Teil sind einige
Feldlinien skizziert.

Punktladung und Dielektrikum

Der Halbraum x > 0O sei von einem Dielektrikum mit & > 1 ausgefiillt (Abbildung
30.3). Im Vakuumbereich befinde sich bei —a e, eine Punktladung der Stirke g.
Es soll das elektrostatische Feld im gesamten Raum bestimmt werden. Mit gex; =
q 6(r + a e;) lauten die Maxwellgleichungen (30.7, 30.8):

div(e(r)E(r)) =4mqd(r+aey), rot E(r) =0 (30.14)
Dabei ist
1 x <0
e(r) = { s (x>0 (30.15)

Das Feld der Punktladung ¢ ist gleich Ecexy = g (r +aey)/|r + a e|>. Im ho-
mogenen isotropen Fall (29.20) konnten wir D mit E.y identifizieren. Der jetzige
Fall ist jedoch inhomogen (30.15), und es gilt D # E .. Bei der formalen Losung
bedeutet der Sprung in &(r), dass die zweite Gleichung in (30.14) zu rotD # 0
fiihrt (im Gegensatz zu rot E.x = 0).

Die Gleichungen (30.14) konnen ersetzt werden durch die entsprechenden Glei-
chungen in den Bereichen x > 0 und x < O und die Stetigkeitsbedingungen bei
x = 0. Wir schreiben (30.14) nach Bereichen getrennt an:

divE(r) = 4ngd(r +aey), rotE =0 (x <0)

] (30.16)
edivE(r) 0, rotE = 0 (x>0

Das Problem kann mit Hilfe von Bildladungen gelost werden. Man iiberzeugt sich
zundchst davon, dass der Ansatz

r+ae, , r—aey

q|r+aex|3 q r —ae,|? x <0
E(r) = ritae (30.17)
R (x > 0)

"

r +ae,|?
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die Gleichungen (30.16) 1ost, und zwar fiir beliebige Werte von ¢’ und ¢”. Wie
wir gleich sehen werden, konnen die Stetigkeitsbedingungen dann durch geeignete
Wahl von ¢’ und ¢” erfiillt werden.

An der Grenzfliche x = 0 ist oexy = 0. Daher ist die Normalkomponente von
D, also Dy, hier stetig. Mit (30.15) und (30.17) erhalten wir daraus

a —dad a
+ / = ¢ 1
q a2+ y2 + 22 q a2+ y2 + 22 q 12+ y2 + 22

(30.18)

AuBerdem miissen die Tangentialkomponenten von E, also E, und E, bei x = 0
stetig sein. Fiir £, bedeutet dies

y : y _ g y (30.19)

+
PN R T R Y P RN BT 12+ 2 + 22

Die Stetigkeit von E, fiihrt zu einer dquivalenten Bedingung. Damit werden alle
Stetigkeitsbedingungen erfiillt, falls g — ¢’ = ¢ ¢” und g + ¢’ = ¢"”. Hieraus folgen
e —1 2q

d ¢ = 30.20
er1 M9 T (30:20)

9 =—4
Man iiberpriift folgende Grenzfille:

e ¢ = 1 (iiberall Vakuum). Dann ist ¢’ = 0 und ¢” = ¢. Die Losung E =
Ei=qr+aey)/lr+a ex|3 gilt im ganzen Raum.

e ¢ = 0o (Dielektrikum ist Metall). Dannist ¢’ = —g und ¢” = 0. Wegen ¢” =
0 verschwindet das Feld im Dielektrikum. Dieses Problem wurde bereits in
Kapitel 8 gelost.
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Aufgaben

30.1 Punktladung und Dielektrikum

Bestimmen Sie die induzierte Ladungsdichte pjnq fiir die in Abbildung 30.3 darge-
stellte Anordnung.

30.2 Potenzial aus externer Ladungsdichte und Polarisation

In einem Dielektrikum sind die Ladungsdichte gex(r) und die Polarisation P(r)
gegeben. Zeigen Sie, dass das elektrostatische Potenzial

D(r) = Pexi(r) + Pina(r) = /d3r/ Qext(r) +/d3r/ Par)-r—r) (30.21)
lr —r/| lr—r']3

die makroskopische Maxwellgleichung div D = div (E 4+ 41t P) = 47 Qex¢ 10st.

30.3 Homogen polarisierte Kugel

Bestimmen Sie das elektrische Feld E einer homogen polarisierten Kugel (Radius
R, 0ext = 0). Skizzieren Sie den Feldverlauf, und berechnen Sie die induzierte
Ladungsdichte. Verwenden Sie (30.21).



31 Dielektrische Funktion

Wir diskutieren das Lorentzmodell fiir die makroskopische dielektrische Funktion
&(w). Die Kramers-Kronig-Relationen verkniipfen den Real- und den Imaginérteil
von ¢(w). Die Leitfahigkeit o wird im Rahmen des Lorentzmodells eingetiihrt. Die
Dielektrizititskonstanten €(0) von Stoffen mit und ohne permanentes elektrisches
Dipolmoment werden abgeschitzt.

Lorentzmodell

In Kapitel 25 haben wir ein im Atom gebundenes Elektron (Ladung —e, Masse
me) durch ein Oszillatormodell (Eigenfrequenz wg, Ddmpfung I") beschrieben. Ein
mit der Frequenz w oszillierendes Feld E induziert ein Dipolmoment der Form
p = ae E. Nach (25.12) ist die elektrische Polarisierbarkeit o, gleich

2
ae(w) = ¢ /me

—_ 31.1
“’02 —w? —iwl ( )
Die Polarisierbarkeit o, ist komplex, weil die Zeitabhdngigkeiten durch den Faktor
exp(—iwt) beschrieben werden. Der Betrag von o, bestimmt die Amplitude der
erzwungenen Schwingung, der Imaginérteil die Dissipation. Mit (29.25) und einer
konstanten Dichte ny der Atome erhalten wir
4 2
£() = 1+ dmngap(o) = | + — 20 e (312)
wy — w? —iol

Wir verallgemeinern dies auf den Fall, dass es in jedem Atom Z = ) f; gebundene
Elektronen gibt, von denen jeweils f; dieselbe Eigenfrequenz w; und Didmpfung I
haben:

41ng e? fi
ew)y=1+ 31.3
) Me ;wf—a)z—iwfj (31.3)

Dieses Modell fiir ¢(w) bezeichnen wir als Lorentzmodell. Fiir inhomogene Dichte
no(r) oder fiir Atome mit unterschiedlicher Polarisierbarkeit o (r, ) kann dies zu
einem Modell fiir e(r, w) verallgemeinert werden.

Ein Ausdruck der Form (31.3) ldsst sich auch in der quantenmechanischen
Storungstheorie ableiten. In diesem Fall sind die /i w; dann die Energiedifferenzen
zwischen zwei Elektronenzustinden,

hw; = Ey — E, (31.4)
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Die Bindungsenergien der Elektronen im Coulombfeld des Z-fach geladenen Atom-
kerns sind E, = —(Z? / 2n?) hwy. Die w; konnen in einem weiten Bereich um wy
herum liegen. Die f; sind im quantenmechanischen Fall relative Ubergangsstirken,
die gemiB ) i fj = 1 normiert werden; die Anzahl Z der Elektronen wird als Fak-
tor in (31.3) hinzugefiigt.

Die Form (31.3) kann auch auf andere Systeme angewandt werden, in denen
Anregungen mit den Eigenfrequenzen w; und mit den relativen Stirken f; an ein
elektrisches Feld koppeln. Wir fassen daher (31.3) auch als allgemeine Form der
dielektrischen Funktion £(w) mit zundchst noch nicht festgelegten Parametern wj,
fj und I auf. Im Kristallgitter eines Festkdrpers konnte w; der Abstand zweier
Energiebédnder sein. Ein anderes Beispiel sind Molekiilschwingungen: Die Atome
eines Molekiils konnen Schwingungen mit charakteristischen Frequenzen w; aus-
fiihren; diese Frequenzen liegen im Infraroten. Wenn die Atome eines Molekiils
eine effektive Ladung haben (etwa in der Ionenbindung), konnen die Schwingun-
gen durch ein elektrisches Feld angeregt werden. Die Stérken f; der Ankopplung an
das elektrische Feld hdngen von der effektiven Ladung der Atome und vom Schwin-
gungstyp ab.

Im Rest dieses Kapitels behandeln wir einige Konsequenzen des Lorentz-
modells (Kramers-Kronig-Relationen, Leitfdhigkeit, Grenzfall £(0)). Die Frequenz-
abhiéngigkeit der dielektrischen Funktion in realen Materialien wird in Kapitel 34
untersucht.

Kramers-Kronig-Relationen

Wir leiten Dispersionsgesetze ab, in denen der Realteil Re ¢(w) und der Imaginir-
teil Im g(w) der dielektrischen Funktion durcheinander ausgedriickt werden. Dieser
Abschnitt ist etwas formaler und benutzt Beziehungen aus der Funktionentheorie.
Da die Ergebnisse im Folgenden nicht vorausgesetzt werden, kann dieser Abschnitt
tibersprungen werden.

Wir fassen e (w) als komplexwertige Funktion der komplexen Variablen w auf;
direkte physikalische Bedeutung kommen nur dem Real- und Imaginirteil von & (w)
fiir reelle Werte von w zu. Aus der (relativ allgemeinen) Form (31.3) der dielektri-
schen Funktion folgt:

&(w) istanalytisch fiir Im(w) > 0 31.5)
e*(w) = e(—w) (31.6)

Analytisch bedeutet, dass die komplexe Funktion € (w) differenzierbar ist. Man priift
leicht nach, dass die Pole von (31.2) in der unteren w-Ebene (also bei Im(w) < 0)
liegen; nur an diesen Stellen ist die Funktion &(w) nicht differenzierbar.

Diese Aussagen (31.5) und (31.6) konnen alternativ aus relativ schwachen An-
nahmen abgeleitet werden: In P = x. E schreiben wir alle Zeitargumente mit an:
P(t) = [di’ xe(t — t') E(¢); dabei sind alle GroBen reell. Das wirksame Feld E
kann als Ursache der Polarisation P betrachtet werden. Wegen der Kausalitit muss
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Im w
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Abbildung 31.1 Der Weg C der komplexen Integration (31.7) besteht aus den Teilwegen

Cy, C; und C;. Der Radius des Halbkreises C; soll gegen unendlich gehen, der von C,
gegen null. Der Weg C, wird durch —(1/2) x Cy ersetzt.

daher x.(t—1t") = O fiirr —¢' < 0 gelten. Dies bestimmt die untere Integralgrenze in
e(w)=1+4n fooodt Xxe(t) exp(iwt). Aus diesem Ausdruck fiir () (mit reellem
xe) folgen (31.5) und (31.6).

Wir berechnen nun ein Integral ldngs der in Abbildung 31.1 gezeigten Kontur
C, die sich aus den drei Wegen Cy, C> und C3 zusammensetzt:

/8(60/)_1 o0 o0 1
do —— =P T T ...=P e, — — ..=0
/
c o —w —o0 fo fo —o0 2 Je, (

31.7)
Hierbei bezeichnet P das Hauptwertintegral. Das Integral iiber C, wurde durch den
kleinen Kreis C4 ersetzt (mal minus 1/2). Das Integral iiber C3 verschwindet, wie
im néchsten Absatz erldutert wird. Das geschlossene Integral iiber C verschwindet,
weil der Integrand in diesem Bereich analytisch ist; insbesondere befindet sich kein
Pol innerhalb der Kontur C.

Fiir den Radius Ry = |w| des Halbkreises C3 soll Ry — oo gelten. Nach (31.3)
fillt (w) — 1 fiir o — oo wie 1/w? ab. Auf dem Weg C; verhilt sich der Integrand
in (31.7) daher fiir Ry — oo wie 1/ RO3. Der Integrationsweg hat die Linge 7 Ry.
Damit verschwindet das Integral tiber C3 fiir Ry — oo.

Das Integral iiber C,4 ergibt nach dem Residuensatz! 27i[e(w) — 1]. Damit folgt
aus (31.7)

o /
glw)y—1= L P/ do' gw)-1 (31.8)

1T oo o —w

Es gilt 27i f(z0) = 55dz f(2)/(z — z0), wenn die Funktion f(z) im Bereich der Kontur des
Linienintegrals differenzierbar ist und zo innerhalb der Kontur liegt. Die zunichst beliebige Kontur
kann zu einem kleinen Kreis (mit dem Radius €) um zo herum verformt werden, weil geschlossene
Integrale iiber differenzierbare Funktionen null ergeben. Fiir den kleinen Kreis gilt z = zo+€ exp(i¢p)
und dz = i€ exp(ig) d¢. Die Funktion f(z) kann in der Form f (zo+O(€)) vor das Integral gezogen
werden. Das verbleibende Integral ist f dz/(z—z0) =1 f de = 2mi. Der Limes € — 0 macht dann
fzo+ O(e)) zu f(z0)-
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Von dieser Gleichung nehmen wir den Real- und Imaginirteil:

1 ©  Ime(w)
Reeg(w) = 1+ —P do” ——— (31.9)

T Jos o —w

1 o R N —1

Im (@) = ——P/ do 2E@) 1 (31.10)

T Jos o —w

Aus (31.6) folgt

Re e(—w) = Re ¢(w), Ime(—w) = —Im g(w) (31.11)

Hiermit und mit [* do f(w) = [y dw (f(w) + f(—w)) erhalten wir die end-
giiltige Form der Dispersionsgesetze:

2 o0 /I /
Res(w) = 1+—Pf doy CoRE) (31.12)
T Jo w?—w
2o [, Res()—
Ime(w) = —-2 P/ do % (31.13)
s 0 s —w

Diese Kramers-Kronig-Relationen geben einen Zusammenhang zwischen dem
Real- und Imaginirteil von € an. Sie konnen dazu dienen, eine Grofle aus der ande-
ren zu berechnen, oder dazu, die Konsistenz von gemessenen Groflen Re ¢(w) und
Im &(w) zu iiberpriifen.

Leitfdhigkeit

Wir zeigen, dass die Leitfihigkeit eines Materials durch seine dielektrische Funkti-
on beschrieben wird. Dabei beziehen wir uns zunichst auf ein Metall. Im Kristall-
gitter eines Metalls gibt es Elektronen, die sich (weitgehend) frei bewegen konnen;
meist gibt es pro Atom ndherungsweise ein solches Elektron. Fiir ein freies Elek-
tron verschwindet die Eigenfrequenz im Oszillatormodells (25.2). Fiir ein freies und
Z — 1 gebundene Elektronen pro Atom setzen wir daher die Frequenzen

w; =0, w; #0 firj=2,3,.. (31.14)
und I} = I' in das Lorentzmodell (31.3) ein:
47tnge? 1 .
g(w) = go(w) — = go(w) + 1 (31.15)

me w(—+il)

Dieses spezielle Lorentzmodell wird auch Drude-Modell genannt. Im ersten Term
&o(w) ist die 1 und der Beitrag der gebundenen Elektronen enthalten. Im zweiten
Term wurde der 1/w-Faktor (der fiir ® — 0 dominiert) herausgezogen und der
Koeffizient mit 4wio abgekiirzt. Aus dem Vergleich der zweiten Terme in (31.15)
folgt

ng €2 1
mel’ 1 —iw/I"

o(w) = (Leitfihigkeit) (31.16)
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Diese GrofBe heilit Leitfihigkeit; der Grund hierfiir wird sofort klar werden. Wir
betrachten Felder der Form E(r, t) = Re E(r) exp(—iwt). Hierfiir wird eine Zeit-
ableitung zum Faktor —iw. Damit lautet die letzte Maxwellgleichung in (29.29):

B iw 4o 4n

rot — + -2 (€0+1 ) E=""j_ (31.17)
w c o/ c

=&
Wir bringen den Term mit o auf die rechte Seite:

B i 4

rot— + 2 (egE) = — (jext+aE) (31.18)
u ¢ ¢

Dieses Ergebnis bedeutet, dass die freien Elektronen einen Beitrag zur Stromdichte
ergeben:

jM —oE Ohmsches Gesetz (31.19)

Ein Material ist leitfihig, wenn ein angelegtes elektrisches Feld eine Stromdichte
induziert. Die Bezeichnung Ohmsches Gesetz meint explizit die lineare Abhéngig-
keit der Stromdichte vom elektrischen Feld. In realen Materialien treten nicht selten
Abweichungen von dieser Linearitit auf.

Die Stromdichte (31.19) ist ein Teil der induzierten Quellen: Fiir 4 = 1 und
&, = 1 wird die linke Seite in (31.18) zu rot B — E/c. Nach (29.2) ist dies gleich
AT (Joxt + Jing)/C; also ist o E = j; 4. Im Allgemeinen (g, # 1, u # 1) ist
o E nur ein Teil von j;,4; dies wurde in (31.19) durch den zusitzlichen Index
~frei” gekennzeichnet. Im Lorentzmodell kommt der ,,freie” Anteil von den Elek-
tronen mit w1 = 0, die anderen (gebundenen) Anteile von w; # 0. Hieran erkennt
man aber auch, dass der Ubergang Isolator — Leiter flieBend ist; entscheidend ist die
Bindungsenergie des am schwiichsten gebundenen Elektrons. Materialien im Uber-
gangsbereich sind Halbleiter.

Wir geben den experimentellen Wert der statischen Leitfahigkeit

ng €2

o(0) = (statische Leitfdhigkeit) (31.20)

(&

fiir Kupfer an:
c(0)~6-10"7s7", I'~4.10%s7!  (Kupfer, T =0°C)  (31.21)

Der Wert fiir I wurde aus (31.20) mit ng ~ 1/ (121&3) bestimmt. Die statische
Leitfahigkeit ist reell.

Der Materialparameter o unterliegt allen Abhéngigkeiten, wie sie in Kapitel 28
fiir die Dielektrizitit diskutiert wurden. In der makroskopischen Niherung beriick-
sichtigen wir wie in (28.14) nur die Abhingigkeit von der Frequenz. Die Frequenz-
abhiingigkeit (31.16) kann im Hochfrequenzbereich (etwa bis @ ~ 1005~ fiir
UHF) vernachléssigt werden; denn hier gilt ® < I" und o (w) ~ ¢(0). In diesem
Bereich hat o (w) einen Imaginirteil der relativen GroBle w/I” < 1; er bedeutet
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eine Phasenverschiebung zwischen dem oszillierenden elektrischen Feld und dem
induzierten Strom. Fiir w > I" wird die dielektrische Funktion (31.15) des Metalls
in Kapitel 34 diskutiert.

Mittlere StoBzeit

Die Bewegungsgleichung (25.2), die dem Lorentzmodell zugrunde liegt, hat Lo-
sungen der Form v(#) = v(0) exp(—1"t) fiir die Geschwindigkeit des betrachteten
Elektrons (fiir wg = 0). Damit ist

1
T = T (StoBzeit) (31.22)

die Zeit, in der das Elektron einen wesentlichen Teil seiner Anfangsgeschwindigkeit
verliert. Diese Grofe kann als mittlere Stofizeit fiir das Gas der freien Elektronen
aufgefasst werden. In einem einfachen kinetischen Gasmodell mit der StoBzeit t
kann die Leitfdhigkeit auch direkt abgeleitet werden (Kapitel 43 in [4]). Der ent-
scheidende Punkt dabei ist, dass jedes Teilchen (Masse m, Ladung ¢) jeweils zwi-
schen zwei StoBen durch das elektrische Feld beschleunigt wird. Dadurch erreicht
es eine mittlere Driftgeschwindigkeit v ~ g E t/m. Dies ergibt die Stromdichte
j =noqv =0 E mito = nyq>t/m. Dieses Modell ist auch auf die Leitfihigkeit
in einem teilweise ionisierten gewohnlichen Gas anwendbar.

In j = o E ist E das wirksame elektrische Feld E = E¢x + (Eing). Sofern
(Eing) nicht zur Driftgeschwindigkeit beitrigt, erhélt man j = o Ey. Dies wird in
der Regel fiir ein statisches duferes Feld gelten.

Joulesche Wirme

Fiir einen stromdurchflossenen Draht (Lénge ¢, Querschnitt a) setzen wir die Span-
nung U = E ¢ und den Strom / = ja in j = o E ein und erhalten

U ) 14
I=— mit R=— (31.23)
R oa
Die Beziehung I/ = U/R wird ebenfalls Ohmsches Gesetz genannt. Das Verhéltnis
U/I definiert den Widerstand R. Im MKSA-System wird die Einheit des Wider-
stands [R] = V/A =  mit Ohm bezeichnet und durch ein groles Omega ab-
gekiirzt. Fiir reale Widerstdnde kann die lineare Abhingigkeit des Stroms von der
Spannung eine brauchbare Nédherung sein.

Das angelegte Feld beschleunigt die Elektronen, es iibertrigt also Energie auf
sie. Jeweils nach der Zeit t stoBen die Elektronen und verlieren ihre zusitzliche
Energie. Dadurch wird diese Energie in andere Formen (insbesondere Gitterschwin-
gungen) umgewandelt. Sie verteilt sich schlieBlich statistisch iiber alle zur Ver-
fiigung stehenden Freiheitsgrade und wird damit zu Wéarme. Wenn die Ladung
AQ den Widerstand durchquert, nimmt sie die Energie AE = U AQ auf. Die
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auf die Ladung iibertragene Leistung ist dann P = AE/At = U AQ/At. Mit
I = AQ/At wird dies zu

U2
P=UI=R12=7 (31.24)

Die im Widerstand entstehende Wirme wird Joulesche Wiirme genannt.

Supraleiter

Ein wichtiger, ganz anderer Leitertyp ist der Supraleiter. In ihm kdnnen Strome
reibungsfrei flieBen. Dann fiihrt die Bewegungsgleichung mv = g E zu

dj 2
9 g ="29 g (31.25)
at m

Im Supraleiter fiihrt eine angelegte Kraft ¢ E zu konstanter Beschleunigung; im
stationdren Fall kann es daher kein elektrisches Feld im Supraleiter geben. Im Ohm-
schen Leiter herrscht dagegen Reibung; die oben diskutierten Stofe entsprechen
der Reibungskraft —m v/t in der Bewegungsgleichung m (v + v/t) = q E. Die
angelegte Kraft ¢ E fiihrt dann zur stationidren Driftgeschwindigkeitv = g E7/m.

Dielektrizititskonstante

In diesem Abschnitt behandeln wir die Dielektrizititskonstante, also den statischen
Grenzfall £(0) der dielektrischen Funktion &(w). Wir betrachten zunichst einen Iso-
lator, der durch das Lorentzmodell (31.3) mit @; ~ w, beschrieben wird. Dann
wird e(w) ~ €(0) fiir o K wy gelten; zu wesentlichen Frequenzabhingigkeiten
kommt es dann erst im optischen Bereich.

Fir wy = wy = mee*/h?, (24.36), erhalten wir aus (31.1) die statische
Polarisierbarkeit

hZ 3
ae(0) = (W) =ag (31.26)

Dabei ist ag der Bohrsche Radius. Wir betrachten zwei alternative Modelle: Fiir eine
leitende Metallkugel gilt e (0) = R3, (10.44). In der Quantenmechanik berechnet
man die Polarisierbarkeit im Rahmen der Storungstheorie (quadratischer Starkeffekt
in Teil VII von [3]). Fiir das Wasserstoffatom erhilt man dann «.(0) = 4.5 aB3 .

Erstaunlicherweise liefern diese ganz verschiedenartigen Modelle vergleichbare
Ergebnisse. Dies ist in der Physik oft so und kann durch Dimensionsbetrachtungen
plausibel gemacht werden. Da ¢ = 1 4 4mnga. dimensionslos ist, gilt [ee] =
[1/no] = (Léinge)S. Wenn das betrachtete Modell des Atoms (wie klassischer Oszil-
lator, leitende Kugel, gebundene Quantenzustinde im Coulombpotenzial) nur eine
Linge ¢ enthilt, dann ist das Ergebnis o o< £3 zwingend. In der Regel sind auftre-
tende numerische Faktoren von der GroBenordnung 1, also . ~ £3. Fiir ein sinn-
volles Resultat geniigt es daher, dass der Modellparameter £ die Grofle des Atoms
richtig wiedergibt.
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Tabelle 31.1 Dielektrizitidtskonstanten fiir einige feste, fliissige und gasformige
Stoffe. Die Werte gelten fiir eine Temperatur von 20 °C und einen Druck von 1 bar.

Stoff £(0) Stoff £(0) Stoff £(0)

Diamant 5.5 Wasser 80 Helium 1.00007
Glas 4...10 Aceton 22 Luft 1.00059
Silizium 11.7 Ethanol 25 Wasserstoff 1.00026

Wir schitzen die Dielektrizititskonstante fiir Wasserstoffgas (bei Zimmer-
temperatur und Normaldruck) ab. Die Dichte der H-Molekiile im Gas ist 6 -
10?3/(22 - 10% cm?); die Dichte ng der Atome ist dann doppelt so groB. Aus (31.26)
und ag ~ 5 - 10~ m erhalten wir

£(0) = 1 + 4mngae(0) ~ 1.0001 (31.27)

Mit dem quantenmechanischen Wert « (0) = 4.5 “133 fiir das Wasserstoffatom erhalt
man £(0) = 1 & 1.00045. Der experimentelle Wert (Tabelle 31.1) fiir Wasserstoff-
gas liegt zwischen diesen beiden Werten. Im klassischen Modell ist die verwendete
Frequenz effektiv zu hoch (vergleiche (31.4)). Die quantenmechanische Rechnung
bezieht sich auf die Polarisierbarkeit von Wasserstoffatomen; dies kann nur eine
Niherung fiir die Polarisierbarkeit der Ho-Molekiile sein.

Fiir Atome mit vielen Elektronen verwenden wir das Lorentzmodell (31.3). Fiir
w =0, w; ~ wyund ) f; = Z erhalten wir

4 2 . 7
£(0) = 1 4 110¢ Zifz~1+w§7m1+o.2z (31.28)
me — ] w4

Der Vorfaktor wurde durch wpz abgekiirzt. Mit ny ~ 0.1 A73 (Festkorperdichte),
ag = 0.53 A, c/ag = wy /o und ez/aB = a? mec? erhalten wir
5 4d1nge? _4n ez 1 2 N e?/ag <c

2
= =~ _x02 — ) =02w2 (3129
@r Me 10 A mec? A2 Mmec? ag> @a )

Dies wurde im letzten Ausdruck in (31.28) eingesetzt. In einem realistischen Mo-
dell sind die w; die Anregungsfrequenzen des Systems. Dies bedeutet, dass £(0)
durch das Verhalten der am schwichsten gebundenen Elektronen dominiert wird;
die Elektronen in den unteren Schalen oder Energiebdndern tragen kaum bei. Die
grobe Abschitzung £(0) ~ 1 4 0.2 Z macht die GroBe der experimentellen Werte,
die in der Tabelle 31.1 fiir einige feste Korper (linke Spalte) angegeben sind, plau-
sibel. Fiir Halbleiter wie Silizium gibt es kleinere w; und man erhilt hthere Werte
e ~ 10. Fiir Gase (rechte Spalte) ist £(0) — 1 wegen der geringeren Dichte viel
kleiner. In Fliissigkeiten konnen die permanenten elektrischen Dipolmomente der
Molekiile den Hauptbeitrag ergeben (Paraelektrika).

Die Dielektrizitatskonstante kann dadurch bestimmt werden, dass man die Ka-
pazitit eines Kondensators mit und ohne Dielektrikum misst, (30.13).
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Metall

Fiir freie Elektronen in einem statischen Feld (w = 0) erfolgt die Auslenkung in
Richtung des Felds, und sie ist beliebig grof3, daher

£(0) = +00 (31.30)

Praktisch ist die Auslenkung durch die Oberfliche des Metalls begrenzt.

Sobald wir uns dem statischen Fall nur anndhern (w — 0), gibt es im realen
Metall StoB3e der Elektronen. Aus (31.15) folgt dann ¢ = ¢, + 4710 mit der Leit-
fahigkeit o. In Kapitel 34 wird das Drude-Modell (31.15) fiir Metalle noch weiter
untersucht.

Paraelektrikum

In einem Paraelektrikum gibt es drehbare Molekiile, die ein permanentes elektri-
sches Dipolmoment haben. Das Standardbeispiel fiir ein Paraelektrikum ist Wasser.
Im H,O-Molekiil tendieren die Elektronen der beiden Wasserstoffatome dazu, sich
beim Sauerstoffatom aufzuhalten. Dadurch ergibt sich beim Sauerstoffatom eine
Elektronenkonfiguration dhnlich der des Edelgases Neon. Die Energie dieser Kon-
figuration ist abgesenkt; dadurch ist das Molekiil gebunden. Die Richtungen vom
Sauerstoffatom zu den beiden Wasserstoffatomen bilden einen Winkel von etwa
105°. Da die Wasserstoffatome effektiv positiv sind, das Sauerstoffatom aber nega-
tiv geladen ist, hat das Molekiil ein Dipolmoment der GroBe p ~ e (1A).

Wir gehen davon aus, dass die betrachteten Molekiile drehbar sind; dies ist meist
nur im fliissigen oder gasférmigen Zustand der Fall. Dann liegt lediglich der Betrag
p = | pl, nicht aber die Richtung der einzelnen Dipolmomente fest. Die potenzielle
Energie des Dipols ist durch (12.30) gegeben:

W=—p-E=—pEcos(@) =W(0) (31.30)

Dabei ist E das in der Materie wirksame Feld. Wir betrachten zunichst ein stati-
sches Feld.

Das elektrische Feld versucht den Dipol so auszurichten, dass die Energie W
minimal ist; dies ist fiir p || E der Fall. Die Temperaturbewegung wirkt dieser
Tendenz zur Ausrichtung entgegen. Im statistischen Gleichgewicht ist die Wahr-
scheinlichkeit w(0) d0, einen herausgegriffenen Dipol mit einem Winkel zwischen
6 und 6 + dO zu finden, durch den Boltzmannfaktor bestimmt:

W) df = —— exp ( _ Ve

z2(T) kg T

Dabei ist T die Temperatur und kg die Boltzmannkonstante. Die Normierung
[d6 w(®) = 1 bestimmt die GroBe z(T),

) d(cos0) (31.31)

1 W ()
«T) = /_ld(cos 6) exp ( T ) (31.32)
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Tabelle 31.2 Die Temperaturabhédngigkeit der Dielektrizitdtskonstanten von Wasser
(bei Normaldruck). Die experimentellen Werte &y, sind mit dem nach (31.38) zu
erwartenden 1/7-Verhalten fiir ¢ — 1 verglichen. Der absolute Wert bei 20 °C (also
bei T = 293.15 K) wurde angepasst.

Temperatur 0°C 10°C 20°C 30°C 40°C 50°C
Eexp Tlir Wasser 87.8 83.9 80.1 76.5 73.0 69.7
& —1=const./T 86.0 82.9 80.1 717.5 75.0 72.8

Wir legen die z-Achse des Koordinatensystems in Richtung von E und berechnen
den Mittelwert p; der Dipolkomponente p, = p cos0:

W(G))

31.33
T ( )

1
— p
= — d(cosf) cosf ex (—
Pz 2«(T) /1 ( ) p

Die Integration kann elementar ausgefiihrt werden. Wir beschrianken uns auf hohe
Temperaturen
PE < kgT (31.34)

Wir setzen ¢ = cos 6 und entwickeln die Exponentialfunktion in (31.34):

Yarta E/kgT) + ... 2
_Z=Pfl,1 tt(l+t(pE/ksT) + ):pE (1_}_(9(&)) (31.35)
fldr (A +1t(pE/kgT)+...)  3keT kg T

Korrekturen der Grofle O(pE /kgT) werden im Folgenden vernachléssigt. Fiir die
Komponenten senkrecht zum Feld tritt in (31.34) anstelle von cos 6 der Faktor sin 6.
Dann verschwindet das Integral:

Px=py=0 (31.36)

Damit ist das mittlere Dipolmoment parallel zum Feld, also p = a¢ E. Aus (31.36)
konnen wir die statische Polarisierbarkeit ablesen:
— 2

w0 = F = 57
B

(31.37)

Wir setzen die Molekiildichte ny =~ 0.03 A_3 von Wasser, das Dipolmoment p ~
e(1A) der Molekiile, kg7 = eV /40 und €2/(1A) = 14.4eV ein:

e=144nngo.(0) =1+4n

a3 (31.38)

Der experimentelle Wert liegt bei gexp, A~ 80. Es gibt auch andere Fliissigkeiten mit
dhnlich hohen Werten (Tabelle 31.1, mittlere Spalte).
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Im hier betrachteten Modell wurde angenommen, dass die Molekiile sich frei
drehen und unabhingig voneinander einstellen konnen. In realen Materialien sind
diese Voraussetzungen im Allgemeinen nur niherungsweise erfiillt. In Tabelle 31.2
vergleichen wir die Modellvorhersage fiir die Temperaturabhingigkeit von ¢ — 1
mit den experimentellen Resultaten fiir Wasser. Die experimentelle Temperatur-
abhingigkeit ist etwas stérker als die theoretische. Wegen der Wasserstoffbriicken
zwischen den Molekiilen stellen sich die Wassermolekiile nicht vollig frei und un-
abhéngig voneinander ein.

Unsere Ableitung bezog sich auf ein statisches elektrisches Feld. Fiir ein os-
zillierendes Feld (etwa eine elektromagnetische Welle) steht der Ausrichtung der
Dipole (neben der Temperatur) auch noch die Reibung und die Trégheit der Dreh-
bewegung der Molekiile entgegen. Die Trigheit bedeutet, dass fiir hohe Frequenzen
die Ausrichtung der Dipole dem Feld schlieBlich nicht mehr folgen kann; der Uber-
gang liegt im Mikrowellenbereich. Die Reibung impliziert, dass die Welle geddmpft
ist. Diese Effekte werden in Wasser beobachtet (Abbildung 34.3 und 34.4).

Ferroelektrikum

Es gibt Molekiilkristalle, in denen die polaren Molekiile mehr oder weniger leicht
ihre Orientierung dndern konnen. Fiir hohe Temperaturen zeigen diese Festkorper
paraelektrisches Verhalten, wie es im letzten Abschnitt diskutiert wurde. Fiir tiefere
Temperaturen kann die Wechselwirkung zwischen benachbarten Dipolen zu einer
Ausrichtung fiihren. Es entsteht dann eine spontane Polarisation, also eine Polari-
sation ohne duBeres Feld. Solche Stoffe heilen Ferroelektrika. Im Kapitel 32 gehen
wir etwas ausfiihrlicher auf den vergleichbaren magnetischen Fall, den Ferroma-
gnetismus ein.

Korper mit permanentem elektrischen Dipolfeld heilen Elektrete. Bestimmte
Harze (mit polaren Molekiilen) bilden ein Elektret, wenn man sie unter dem Einfluss
eines starken elektrischen Felds erstarren ldsst. Analog zum Dauermagnet kann ein
Elektret auch durch die globale Ausrichtung der spontanen Polarisation in einem
Ferroelektrikum entstehen.
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Aufgaben
31.1 Dipoleinstellung im thermischen Gleichgewicht

Ein permanenter elektrischer Dipol p hat im elektrischen Feld E = E e, die poten-
zielle Energie W(0) = —p - E = — p E cos 0. Dann bestimmt (31.34) mit (31.33)
den Gleichgewichtswert p,; der Dipolkomponente p, = p cos6. Berechnen Sie
ohne Néherungen p; als Funktion der Temperatur 7. Diskutieren Sie das Ergebnis
graphisch.

31.2 Leitfdahigkeit in SI-Einheiten
Der Ausdruck fiir die statische Leitfdhigkeit
2

ngpe
mel’

gilt sowohl im GauB3- wie im SI-System. Gehen Sie von ng ~ 1/(12 A und I' ~
4 .10 s~ (fiir Kupfer) aus, und bestimmen Sie die Leitfihigkeit in SI-Einheiten.
Ein Kupferdraht von 10 Meter Linge und einem Querschnitt von 1 mm? stellt einen
Ohmschen Widerstand R dar. Welchen Wert hat R in Ohm?



32 Permeabilitiatskonstante

Wir stellen einfache atomistische Modelle des Paramagnetismus (permanente ma-
gnetische Dipolmomente) und des Diamagnetismus (induzierte magnetische Dipol-
momente) vor. Dabei wird jeweils die GroBenordnung der magnetischen Suszep-
tibilitéit abgeschatzt. Wir beschrdnken uns auf die statische makroskopische Per-
meabilitit, also auf die Permeabilititskonstante. Der Ferromagnetismus wird kurz
diskutiert.

In einfachen Fillen ist das induzierte magnetische Dipolmoment g eines Atoms
oder Molekiils proportional zum wirksamen Feld, also p = ap B; der Koeffizient
am ist die magnetische Polarisierbarkeit. Nach (29.11) ist die Magnetisierung M
gleich dem Dipolmoment pro Volumen. Mit der Dichte ng der Atome erhalten wir
daher

M =nopu =noam B (32.1)

Die magnetische Suszeptibilitit xy, wird durch
M=yx.H (32.2)

definiert. Hierin setzen wir H = B — 47t M ein und 16sen nach M auf:

Xm

=—"% B~ jxmB 1 323
I+ 47 Xm (Ixml <D (32.3)

Fiir den Para- und Diamagnetismus gilt, wie hier vorausgesetzt, |xm,| < 1. Mit
M = xy B haben wir die zu P = x. E analoge Form erreicht. Der Vergleich von
(32.1) und (32.3) ergibt

Xm = 1o Um (Ixml < 1) (32.4)
Aus B = H 4+ 47M = 1 H und (32.2) erhalten wir
w=14+471xn (32.5)

In (29.17) haben wir eine makroskopische Permeabilitdtsfunktion der Form w(r, w)
zugelassen. Wir beschridnken uns hier aber auf den homogenen und statischen Fall,
also auf die Permeabilititskonstante’.

'Im Folgenden verwenden wir den Buchstaben p mit Indizes, die klarstellen, ob die Permeabilitit
(Mpara> Mdia) oder Komponenten des magnetischen Dipolmoments u (etwa ji;) gemeint sind.
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Je nach Vorzeichen der Suszeptibilitit bezeichnen wir einen Stoff als parama-
gnetisch oder als diamagnetisch:

aramagnetisch: >0
p . g . Xm (32.6)
diamagnetisch:  xn <0

Paramagnetismus entsteht durch die Ausrichtung vorhandener magnetischer Mo-
mente (Spin und/oder Bahndrehimpuls von Elektronen). Paramagnetismus tritt nur
auf, wenn die Atome ungepaarte Elektronen haben. Diamagnetismus entsteht durch
atomare Strome, die durch das angelegte Magnetfeld induziert werden. Diamagne-
tismus tritt in allen Atomen auf.

In ferromagnetischen Materialien kommt es zu wesentlich stirkeren Magneti-
sierungen als beim Dia- oder Paramagnetismus. Sofern die lineare Relation M =
xm H iiberhaupt anwendbar ist, ist xpn > 1 moglich.

Paramagnetismus

Aufgrund ihres Spins und ihres Bahndrehimpulses konnen die Elektronen in Ato-
men oder Molekiilen permanente magnetische Momente |u| = const. haben. Wir
nehmen an, dass die einzelnen Dipole sich unabhéngig voneinander einstellen. Das
in Materie wirksame Magnetfeld B versucht, die Dipole auszurichten, die Tempe-
raturbewegung wirkt auf eine Gleichverteilung iiber alle Richtungen hin. Ahnlich
wie bei Paraelektrika (Kapitel 31) ergibt sich daraus eine temperaturabhéngige Ma-
gnetisierung in Richtung des angelegten Felds, also xpara > 0.

Wesentlich fiir paramagnetisches Verhalten ist, dass die Wechselwirkung zwi-
schen den magnetischen Dipolen keine entscheidende Rolle spielt; in dem vorge-
stellten Modell wird sie vollig vernachlédssigt. Im ferromagnetischen Fall fiihrt ge-
rade diese Wechselwirkung zur spontanen Magnetisierung.

In (15.19) haben wir folgenden Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls L
und magnetischem Moment u geladener Teilchen hergestellt:

84
n=

= L 32.7
2mc ( )

Der Drehimpuls L ist der Spin oder Bahndrehimpuls des Teilchens. Da das magne-
tische Moment umgekehrt proportional zur Masse ist, sehen wir von den magneti-
schen Momenten der Nukleonen im Atomkern ab und betrachten nur Elektronen.
Der Einfachheit halber stellen wir uns im Folgenden ein Atom mit abgeschlossenen
Schalen und einem zusétzlichen Elektron vor. Abgeschlossene Elektronenschalen
haben den Gesamtdrehimpuls null. Das Elektron hat einen Spin #/2; hierfiir ist der
gyromagnetische Faktor g = 2. Das beitragende Elektron habe Bahndrehimpuls
null; andernfalls ergibt sich aus der Koppelung von Spin und Bahndrehimpuls ein
komplizierterer Ausdruck fiir den g-Faktor.
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Die Energie des Dipols im dufleren Feld ist durch (15.28) gegeben, W = —pu- B.
Der Mittelwert des magnetischen Moments in Richtung des Magnetfelds B = Bee;,
ergibt sich wie in (31.31)-(31.36):

= e = W8 (32.8)
3kgT
Daraus folgt die statische Polarisierbarkeit
0= L _en ] (329)
o = ~ _ .
par 3keT — 12m2c? kT

Im letzten Ausdruck haben wir || ~ ehi/2mec eingesetzt; dies ist die nach
(32.7) zu erwartende Grolenordnung fiir Elektronen. Fiir eine numerische Abschit-
zung der Suszeptibilitit setzen wir ng ~ 0.1 A3 (Festkorperdichte), e2/(1 A =
14.4eV, hc/e? =137, mec®> =5-10°eV und kg T = eV /40 ein:

B 0 ~ 1€ (he LY s (32.10)
Xpara = 10 Qpara 12 A A mec2 CVN .

Hieraus folgt die Permeabilitidtskonstante

Mpara — I =4mn Xpara ™ 1073 (32.11)

Diamagnetismus

Schaltet man im Bereich einer Leiterschleife ein Magnetfeld ein, so wird in der
Schleife eine Spannung erzeugt (Faradaysches Induktionsgesetz). Diese Spannung
ist so gerichtet, dass der von ihr hervorgerufene Strom das angelegte Magnetfeld
schwicht (Lenzsche Regel). Damit ist die Magnetisierung M dem B-Feld entge-
gengesetzt und die Suszeptibilitit ist negativ, xgia < O.

Zur quantitativen Abschitzung des Diamagnetismus betrachten wir die klassi-
sche Bewegungsgleichung eines Teilchens mit der Masse m und der Ladung g. Auf
das Teilchen wirke ein elektrostatisches Feld E = —grad @ und ein dufleres Ma-
gnetfeld B:

mo=—gead®+LvxB  (inlS) (32.12)
C

Diese Bewegungsgleichung bezieht sich auf ein Inertialsystem (IS). Wir betrachten
nun dieselbe Bewegung in einem Koordinatensystem KS’, das relativ zu IS mit der
Frequenz o rotiert. In KS’ treten zusitzlich die Coriolis- und die Zentrifugalkraft
(O (w?)) auf (Kapitel 6 in [1]):

/

mv = —qgraddﬁ—l—c—]v/xB+2mv/xw+(9(w2) (32.13)
c
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Wir setzen @ gleich der Larmorfrequenz

q
2mc

WL = — B (32.14)

Dann kompensiert die Corioliskraft gerade die magnetische Kraft:
miv = —qgrad® +0(0?)  (inKS) (32.15)

In der Regel sind B und damit . so klein, dass der Term O(wf) der Zentrifugal-
kraft vernachlissigt werden kann. Damit erhalten wir in KS’ die ungestorte Bewe-
gung, also die Bewegung ohne Magnetfeld. Nun rotiert KS’ gegeniiber IS mit @) .
Die Bewegung in IS ist daher eine mit @y rotierende ungestorte Bewegung. Das
Magnetfeld fiihrt also zu einer Prizession mit der Drehfrequenz i | —g B. Damit
wird ein Kreisstrom induziert, der ein Magnetfeld erzeugt (siche etwa Abbildung
15.1), das dem urspriinglichen Magnetfeld entgegengesetzt ist. Diese Aussage ist
unabhéngig vom Vorzeichen der Ladung.

Wir wenden dieses Modell nun auf ein Elektron (Masse m = m., Ladung
q = —e) in einem Atom an. Das Elektron habe im Mittel den Abstand eines Bohr-
schen Radius ag von der Magnetfeldachse, die durch den Atomkern geht (klassisch
konnte man eine Kreisbahn mit diesem Radius betrachten, wobei die Bahnebene
senkrecht zum Magnetfeld steht). Dann ergibt die Larmorprizession den zusitzli-
chen Drehimpuls L = meaB2 wy.. Wir setzen L, = meaB2 ®,q=—cund g =1in
(32.7) ein, und multiplizieren das Ergebnis mit der Anzahl Z der (pro Atom) beitra-
genden Elektronen. Daraus erhalten wir das induzierte magnetische Moment eines
Atomes

_z 9 g _ % 2 = 2% g b 32.16
*= % L_Zmec meanL__4mec2 = Udia (32.16)

Fiir die numerische Abschitzung setzen wir ng ~ 0.1 A_3 (Festkorperdichte), ag =
0.53A, ¢2/(1A) = 14.4eV, mec? =5-10°eV und Z = 10 ein:

~—2-107% (32.17)

Xdia = N Udia = — N

Ze%a? 0.1Z ¢ (aB )2 1
n A 2

04mec2 4 A X mecC

Die Permeabilititskonstante ist dann
[idia — 1 = 47 Xdia ~ —3- 1077 (32.18)

Die Werte (32.11) und (32.18) geben die typische Groenordnung fiir Fliissigkeiten
und Festkorper an. Fiir Gase ist die Dichte ng und damit auch die Suszeptibilitét xp,
etwa um einen Faktor 10* kleiner.

Wenn es ungepaarte Elektronen gibt, iiberwiegen die paramagnetischen Effekte;
denn aus (32.10) und (32.17) folgt |xparal > |xdial- In diesem Fall ist der Stoff
effektiv paramagnetisch. Wenn es keine ungepaarten Elektronen gibt, ist der Stoff
diamagnetisch.
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Ferromagnetismus

Der Ferromagnetismus tritt in speziellen Materialien auf, zum Beispiel in Eisen,
Kobalt, Nickel und einer Reihe von Legierungen. In einem Ferromagneten erfolgt
unterhalb einer kritischen Temperatur 7, eine Ausrichtung der Spins der ungepaar-
ten Elektronen. Dadurch ergibt sich ohne duBeres Magnetfeld, also ,,spontan®, eine
Magnetisierung M.

Der Grund fiir dieses Verhalten ist die Wechselwirkung zwischen den Spins
benachbarter Elektronen. Diese Wechselwirkung kann in der Form W = —1Is; - s;
geschrieben werden (Heisenbergmodell). Die Ursache dieser Wechselwirkung ist
das Austauschintegral der Coulombwechselwirkung der beiden Elektronen.

Weit oberhalb der Temperatur T ist das Material paramagnetisch. Bei Annihe-
rung an 7. verhilt sich die Suszeptibilitit wie

const.

) (T > Tp) (32.19)

Xferro =

Dieses Curie-Weiss-Gesetz wird in [4], Kapitel 36, abgeleitet.

Fir T < T ist die globale Magnetisierung eines Ferromagneten zunéchst null,
weil sich einzelne (Weisssche) Bezirke ausbilden, in denen die spontane Magneti-
sierung M jeweils in andere Richtungen zeigt. Durch ein angelegtes Magnetfeld
kann die Magnetisierung dieser Bereiche ausgerichtet werden. Fiir nicht zu grofie
Felder ergibt sich eine globale Magnetisierung M = Xferro H mit

KAferro > 1 (T <T) (32.20)

Die Proportionalitit zwischen M und H gilt aber nur sehr eingeschrinkt. So ergibt
sich fiir starke Felder durch Ausrichtung aller Bezirke eine Sattigungsmagnetisie-
rung. Auflerdem ist die Ausrichtung der einzelnen Bezirke von der Vorgeschichte
der Probe abhingig (Hysterese).
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Aufgaben
32.1 Vektorpotenzial aus externer Stromdichte und Magnetisierung

In einem magnetischen Medium sind die Stromdichte j ., (r) und die Magnetisie-
rung M (r) gegeben. Zeigen Sie, dass das Vektorpotenzial

A(r) = Aext () + Ajna(r) = % /d3r’ Jext(r) +/d3r’ M) x (r—r')

lr —r/| r—r'3
(32.21)
die makroskopische Maxwellgleichung rot H = rot (B —4n M) = 4m j.,./c 16st.

32.2 Homogen magnetisierte Kugel

Bestimmen Sie das magnetische Feld B einer homogen polarisierten Kugel (Radius
R, jexx = 0). Skizzieren Sie den Feldverlauf, und berechnen Sie die induzierte
Stromdichte. Verwenden Sie (32.21).

32.3 Magnetisierung durch duferes Feld

Eine Kugel (Radius R, Permeabilitit ©) befindet sich in einem duf3eren homogenen
Magnetfeld Bg. Das Feld bewirkt eine homogene Magnetisierung Mo der Kugel.
Bestimmen Sie My aus Bg und p. Gehen Sie dazu von

H=B—4nM=B/u

aus. Skizzieren Sie die Feldlinien fiir den Fall & > 1. Welche Stirke hat das H-Feld
im Inneren der Kugel fiir u > 1?

32.4 Hochpermeable Kugelschale im dufieren Feld

z Eine Kugelschale (Radien R und R,) mit der
T Permeabilitdat p befindet sich im dufleren ho-

By mogenen Magnetfeld By = Bge,. In den ein-
zelnen Bereichen kann man H = —grad¥ mit
einem magnetischen Potenzial

o
2 W (r,0) = Z(‘” rl+r%)P,(cose)
=0
ansetzen. Begriinden Sie diesen Ansatz, und be-
stimmen Sie die Koeffizienten a; und b;. Disku-
tieren Sie den Grenzfall & > 1.




33  Wellenlosungen

Wir untersuchen elektromagnetische Wellen in homogener Materie. Fiir eine mono-
chromatische, ebene Welle diskutieren wir die Unterschiede zur Vakuumldsung.
Anschliefend behandeln wir die Dispersion von Wellenpaketen, die durch die
Frequenzabhingigkeit der Responsefunktionen entsteht.

Monochromatische, ebene Welle

Wir betrachten ein homogenes und isotropes Medium mit den makroskopischen
Responsefunktionen
¢ =¢(w), n = pu(w) (33.1)

Wir untersuchen zunéchst Losungen mit einer festen Frequenz w:

E(r,t) =Re E(r) exp(—iwt), D(r,t) =Ree(w) E(r) exp(—iwt)

: B(r)
B(r,t) =Re B(r) exp(—iwt), H((r,t) =Re
m(w)

exp(—iwt) (33.2)

Hierbei wird @ = reell vorausgesetzt. Die Groen E(r), B(r), € und p sind im
Allgemeinen komplex. Das Zeichen Re fiir die Bildung des Realteils wird im Fol-
genden meist unterdriickt.

Wir setzen die Felder (33.2) in die quellfreien (gext = 0, jor = 0) makro-
skopischen Maxwellgleichungen (29.29) ein:

dvEGr) =0,  rotE(r) — 2 B@r)=0
N )5 (33.3)
i
divB(r) =0,  rotB(r) + 282D poy_o
c
Mit
rotrot B(r) = —AB +graddivB = —AB(r) (33.4)
rotrot E(r) = —AE +4graddivE = —AE(r) .
erhalten wir
2 2
(a+ZE)Br =0 wd (a+ZF)Em =0 (335)
c c
Diese Gleichungen werden durch die Ansitze
E(r) = Egexp(ik-r), B(r) = Boexp(ik -r) (33.6)
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mit beliebigen Amplituden Eo und B gelost, falls der Wellenvektor k die Bedin-

gung
) Akr k2
w” = =— (33.7)
el n

erfiillt. Der hier eingefiihrte Brechungsindex n ist im Allgemeinen komplex:

n=.,/en =n;+ ik = |n| exp(id) Brechungsindex (33.8)

Gelegentlich wird der Realteil 7, allein als Brechungsindex (im engeren Sinn) be-
zeichnet. Die reellen GroBen n, und « werden auch optische Konstanten (des be-
trachteten Materials) genannt. Nach (31.3) ist klar, dass diese Groen keine kon-
stanten GroéBen sind; sie hdngen insbesondere von der Frequenz des Lichts ab.

Mit n ist auch der Wellenvektor k komplex; denn die anderen GroBen (¢ und w)
in (33.7) sind reell. Daher enthélt k = k; + 1k; zwei reelle Vektoren k; und k;, die
im Allgemeinen verschiedene Richtungen haben. Fiir die Welle der Form

exp(ik -r) =exp(ik,-r) exp(—kj-r) (33.9)

sind die Phasenfldchen k; - r = const. verschieden von den Fldchen k; - r = const.
gleicher Amplituden. Im Folgenden beschréinken wir uns auf den Fall &, || k;. Dazu
setzen wir

k =nkg (33.10)

wobei kg ein reeller Vektor mit beliebiger Richtung ist. Aus (33.7) folgt ko = w/c.
Auf den Ebenen kg - r = const. hat die komplexe Welle jeweils denselben Wert;
daher die Bezeichnung als ,,ebene Welle“. Auf einer solchen Ebene sind sowohl die
Amplitude wie die Phase konstant.

Aus den Maxwellgleichungen folgen noch Bedingungen fiir die Amplituden E
und By, die in (33.5) nicht enthalten sind. Um diese Bedingungen zu erhalten, set-
zen wir (33.6) in alle vier Gleichungen (33.3) ein, wobei wir e u = n?und k = nky
beriicksichtigen:

ko-E0=O, k()X(l’lEo):koBo
(33.11)
k0~Bo:O, koXB():—k()(nE())

Wir berechnen nun die reellen Felder E und B aus (33.2), wobei wir (33.8), (33.10)
und (33.11) beriicksichtigen:

E = Re (EO exp [i(nrko - r — a)t)]) exp(—k ko - 1) (33.12)
B |n| (ko/ko) x Re (Eo expli(niko-r —owt + 5)]) exp(—k kg -r)
(33.13)

Zur Festlegung dieser Losung ist ein Wellenvektor kg (reell, beliebige Richtung,
ko = w/c) und ein Amplitudenvektor E( (im Allgemeinen komplex, k¢ - Eg = 0)
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zu wihlen. Speziell fiir eine reelle Amplitude E( ergibt (33.12, 33.13) eine linear
polarisierte Welle:

E = Eycos(n kg -r —wt) exp(—k ko - r) (33.14)
B = |n|(ko/ko) x Eg cos(nyko-r —wt +6) exp(—k kg - r) (33.15)

In diesem Fall bilden ko, Eq und B drei orthogonale Vektoren.

Wir diskutieren die Eigenschaften der Materiewelle (33.12, 33.13) im Ein-
zelnen. Dabei geben wir jeweils die Gemeinsamkeiten und die Unterschiede zur
Vakuuml6sung (mitn = 1, also n, = 1 und « = 0) an:

1. Transversalitdt: Es gilt
E(r,t) L ko, B(r,t) L ko (33.16)

Fiir die erste Aussage multipliziert man (33.12) mit ko, zieht den reellen Vek-
tor ko unter das Realteilzeichen und beriicksichtigt Eq kg = 0 aus (33.11).
Die zweite Aussage folgt sofort aus der Multiplikation von (33.13) mit k.

Die elektromagnetische Welle ist also transversal, ebenso wie die Welle im
Vakuum.

2. Polarisation: Wir vergleichen die Materielosung (33.12) mit der Vakuum-
I6sung (20.24). Die Unterschiede (reeller Faktor n, im Wellenvektor und
Dampfungsfaktor exp(—« ko-r)) haben keinen direkten Einfluss auf die Zeit-
abhingigkeit des Feldvektors. Daher kann die Polarisation wie in Kapitel 20
behandelt werden. Die Losung (33.12) stellt daher im Allgemeinen eine el-
liptisch polarisierte Welle dar.

Durch (33.14) und (33.15) ist speziell eine linear polarisierte Welle gegeben.

3. Phasengeschwindigkeit: Fiir kg = kge, und nykoz — wt = 0 hat (33.12) eine
feste Phase; in (33.14) bestimmt dieses z = zpax die Position des Maximumes.
Die Position des Maximums verschiebt sich mit der Phasengeschwindigkeit

Up = Zmax/!, also mit
vp = — (33.17)
ny
Mit dieser Geschwindigkeit verschieben sich jeweils die Punkte mit einer be-
stimmten Phase (wie zum Beispiel die Maxima) in ko-Richtung. Wie wir un-

ten noch sehen werden, ist dies nicht die Geschwindigkeit eines Lichtsignals.

4. Wellenlinge: Zwei benachbarte Maxima des Felds sind durch die Phase 27
voneinander getrennt. Der zugehorige rdumliche Abstand ist die Wellenldnge
A. Aus ny koA = 27 folgt
Ao
=

Dabei ist Ag = 27t/ ko die Wellenldnge im Vakuum.

A (33.18)
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5. Phasenverschiebung und Amplitudenverhdltnis: Aus (33.12, 33.13) folgt

|[B(r,t+6/w)|
——————— = |n] (33.19)
|E(r,1)]
Die Zeitverschiebung im B-Feld bedeutet eine Phasenverschiebung um den
Winkel .
§ = arctan — (33.20)
ny

Die Maxima von E und B liegen nicht an derselben Stelle. Das Verhiltnis
der maximalen Amplitude des magnetischen und elektrischen Felds ist gleich
|n|. Bei der Vakuumwelle sind B und E dagegen phasengleich und haben
dieselbe Stérke, (20.27) und Abbildung 20.1.

6. Ddmpfung: Die elektromagnetische Welle in Materie ist fiir « 7# 0 geddmpft.
Wir fithren den Absorptionskoeffizienten o,

o =2kok (33.21)
ein und berechnen die Energiedichte (29.33) fiir die Welle:
1
8m

Dabei ist £ = kg - r/ko. Auf der Linge 1/« fillt die Intensitit der Welle auf
den e-ten Teil ab. In der Regel ist Ine <« Ree und p =~ 1. Dann ist der
Absorptionskoeffizient proportional zum Imaginirteil von e,

Wem =

(2B +[B /1) o exp(—at) (33.22)

. Z_a) @ Im e(w)
a(w) = - Im./eu = - 7\/m (33.23)

Diskussion der Dimpfung

Die Diampfung der Welle bedeutet, dass sie Energie verliert. Diese Energie wird an
die Materie abgegeben. Wir studieren diesen Zusammenhang nidher im Oszillator-
modell (25.2).

Stellvertretend fiir Materie betrachten wir ein Teilchen (Masse m, Ladung g),
das harmonisch gebunden ist (Eigenfrequenz wg, Dimpfung I"). Die Auslenkung
ro(t) eines Teilchens im Feld einer Welle wird durch (25.7) bestimmt:

m (Fo+ I'Fo+ g ro) = q Eo exp(—iwt) (33.24)

Hierfiir wurde A > rg vorausgesetzt. Zur Vereinfachung nehmen wir im Folgenden
E = reell an. Im eingeschwungenen Zustand lautet die Losung

ro(r) = 1E0 Re( exp(iwr) )= (33.25)

m a)oz—a)z—ia)F

m

qEy (wo2 — a)z) cos(wt) o I’ sin(wt)
(wOZ _ a)2)2 4 @22 (wOZ _ a)2)2 4 @22
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Durch die Kraft
F = g Re Eg exp(—iwt) = q Eg cos(wt) (33.26)

wird die Leistung P = F - ro auf das Teilchen iibertragen. Wir mitteln diese Leis-
tung iiber eine Periode 7 = 27 /w:

1 [T q*E} o’
P =(F-Fo)= — dt F(t)-Fo(t) = 33.27
(Pio) = [ ar F-iow = 47 i B
Das Oszillatormodell ergibt die dielektrische Funktion (31.2),
4 2
s@) = | 4 —2Tmod/m (33.28)

a)oz —w?—iwl

Dabei ist ng die Anzahl der Oszillatoren (Atome) pro Volumen. Die absorbierte
Leistung pro Volumen ist ng P. Sie kann durch den Imaginirteil der dielektrischen
Funktion ausgedriickt werden:

1
noP = EZ wIm g(w) (33.29)

Diese Leistung wird von der Welle auf das Teilchen iibertragen und verschwindet
iiber den Reibungsterm in (33.24) in nicht néher spezifizierte andere Freiheitsgrade
(Abstrahlung in andere Richtungen, Wirmebewegung). Damit geht diese Leistung
der Welle verloren; die Welle ist geddmpft.

Telegraphengleichung

Fiir einen Leiter (Metall) haben wir aus dem Lorentzmodell die Form (31.15) erhal-
ten, also ¢ = g4(w) + 4mio/w. Wenn wir dies in die Wellengleichung (33.5) fiir
das elektrische Feld einsetzen, erhalten wir

w? e i o

c2

“EEw (33.30)

(A+
C

)E(r) — _47i
Wenn wir mit —iw — 9; zur zeitabhingigen Form zuriickgehen, dann ist die rechte
Seite proportional zu d E(r, t)/dt. Eine analoge Form gilt fiir das magnetische Feld.
Diese Form der Wellengleichung mit einer linearen Zeitableitung wird Telegraphen-
gleichung genannt.

Die Losung von (33.30) kann wie oben erfolgen, nur dass der komplexe Bre-
chungsindex jetzt durch n> = (s, + 4mio/w) gegeben ist. Fiir hochfrequente
Wellen kommt der wesentliche Beitrag zur Dampfung von der Leitfihigkeit. Tat-
sdchlich dringen solche Wellen nur sehr wenig in das Metall ein; der metallische
Draht einer Telegraphenleitung dient im Wesentlichen als Fiihrung der Wellen. Die
Eindringtiefe wird im néchsten Kapitel (Abschnitt ,,Metall*) als Skineffekt quanti-
tativ diskutiert.



Kapitel 33 Wellenldsungen 307

Wellenpaket

Eine Uberlagerung von Losungen (33.6) mit verschiedenen k-Vektoren ist wieder
Losung; dies folgt aus der Linearitit der Maxwellgleichungen (29.29). In diesem
Abschnitt diskutieren wir einige Eigenschaften von solchen Uberlagerungen oder
Wellenpaketen. Die Diskussion bezieht sich auch auf andere Wellenformen wie zum
Beispiel Schallwellen.

Im betrachteten Frequenzbereich sei der Brechungsindex reell:

n = n(w) = reell (transparentes Medium) (33.31)

Ein Medium mit reellem 7 ist durchsichtig (transparent), weil der Dampfungs-

koeffizient verschwindet, « = 2koImn = 0. Nach (33.7) ist dann auch die Wellen-
zahl k = |k| reell. Wir 16sen (33.7), k? = w? n(w)?/c?, nach w auf:

w = w(k) (aus n = n(w)) (33.32)

Die Beziehung zwischen Frequenz und Wellenzahl heil3t Dispersionsrelation.
Dispersionsrelationen lassen sich auch fiir andere Wellen angeben, zum Beispiel:

ck Licht im Vakuum
P 2,2 Plasmawelle (34.25),
yop +ck Hohlraumwelle (21.45), (21.49)
wk) =1 pi2 /(2m) Freie Schrodingerwelle (33.33)
cok Schallwelle, akustische Phononen
A const. Optische Phononen

Eine Abweichung von dem linearen Zusammenhang @ o k fiihrt zu Dispersions-
effekten. Fiir elektromagnetische Wellen in Materie impliziert n(w) # const. solche
Effekte.

Damit Dispersionseffekte auftreten, miissen verschiedene k- oder w-Werte in
der Welle vorkommen; es muss sich also um ein Wellenpaket handeln. Dispergieren
hei3t wortlich auseinanderlaufen oder verbreiten. Dies bedeutet konkret:

e Die verschiedenen Anteile des Wellenpakets bewegen sich mit unterschied-
licher Phasengeschwindigkeit vp = ¢/n(w). Dadurch flieit das Wellenpaket
im Laufe der Zeit raumlich auseinander. Dies wird im Folgenden niher un-
tersucht.

e Die verschiedenen Anteile des Wellenpakets werden an einer Grenzflache
zwischen zwei Medien unterschiedlich stark gebrochen und laufen deshalb
auseinander (Abbildung 34.1).

Der Einfachheit halber betrachten wir nur eine Komponente der Felder E oder B,
die wir mit ¥y bezeichnen. In der folgenden Diskussion kann v auch das Wellenfeld
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einer der in (33.33) genannten Wellen sein. Wir beschridnken uns auf k = k e;. Die
allgemeine Form eines solchen Wellenpakets ist

V(1) = dk A(k) exp[i(kz — w(k)1)] (33.34)

1 o0
A 27 /;oo
Dies ist Losung der Wellengleichung, wenn w (k) die zugehorige Dispersionsrela-
tion erfiillt.

Wir betrachten zunichst eine einzelne k-Komponente des Wellenpakets, also
Y = A(k) expli(kz — w (k) t)]. Der Ort zpax eines Wellenbergs hat eine konstante
Phase, kzmax — w(k)t = const. Der Wellenberg pflanzt sich mit der Phasenge-
schwindigkeit vp = zmax/t fort:

w (k) T
vp = & (Phasengeschwindigkeit) (33.35)
Fiir Plasmawellen mit »” = a)P2 + ¢?k? gilt zum Beispiel
2
Wp
vp=c,4 1+ Y (33.36)

Zur Zeit t = 0 hat das Wellenpaket (33.34) die Form

Yo(z) = ¥(z,0) = A(z) (33.37)

Dabei ist A (z) die Fouriertransformierte von A (k),

A(z) = Jl_/mdk A(k) exp(ikz) (33.38)

T J—c0
Wir betrachten im Folgenden ein bei k = k, lokalisiertes Wellenpaket. Als konkre-
tes Beispiel verwenden wir

A(k) = C exp(—a(k — ko)?) (33.39)

In diesem Fall ist auch [ (z)| eine GauBfunktion. Der Realteil Re ¥/ und die Am-
plitudenfunktion A(k) sind in Abbildung 33.1 skizziert.

Wegen der vorausgesetzten Lokalisierung von A(k) ist es sinnvoll, w(k) in
(33.34) bei k, zu entwickeln:

d*w

dow 1 2
a)(ko) + (E>k0 (k — ko) + 5 <W>k0 (k — ko) +...

= wo+ v (k —ko) + Bk —ko)> + ... (33.40)

w (k)

Als Entwicklungskoeffizienten treten die Gruppengeschwindigkeit

d
Vg = <d_61(<)) (Gruppengeschwindigkeit) (33.41)
ko
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und der Dispersionsparameter auf,

g do (Dispersi ter) (33.42)
= — _ 1Spersionsparameter .
2 \a ), PErRIOnSp

In der niedrigsten Nidherung brechen wir (33.40) beim linearen Term ab und setzen
w ~ wo + vg (k — ko) in (33.34) ein:

Yz, 1) ~ exp|ilkovg — wo)t dk A(k) exp [ik (z — vg1)]

1 oo
1= L
= exp [i(kovg — wo)1 ]| Yo(z — vG1) (33.43)

Die Intensitit der Welle ist

(lineare Nédherung der
Dispersionsrelation)

[y (2, 0] ~ Yoz — var)| (33.44)

Im elektromagnetischen Fall ist ¢ eine der Komponenten von E oder B, und |/ |?
ist proportional zur Energiedichte.

In der Niherung (33.43) wird das Wellenpaket ohne Anderung seiner Form, also
ohne Dispersion, mit der Geschwindigkeit vg in z-Richtung verschoben. Diese Ge-
schwindigkeit vg, mit der die ganze Wellengruppe (Wellenpaket) verschoben wird,
hei3t Gruppengeschwindigkeit. Wenn man iiber die lineare Niherung hinausgeht,
ist vg die Geschwindigkeit des Schwerpunkts des Wellenpakets; dies wird sich aus
(33.48) ergeben. Das Wellenpaket konnte als Signal verwendet werden; dann ist vg
auch die Signalgeschwindigkeit.

Als Beispiel setzen wir die Dispersionsrelation (33.33) fiir Plasma- oder Hohl-
raumwellen in (33.41) ein:

Vg = (d‘”> S S— (33.45)

dk /i V14w [c?ky

Fiir eine lineare Dispersionsrelation gilt
Vg = vp = C, (fiir w = ck) (33.46)

In diesem Fall gilt (33.44) exakt, das heif3t die Welle breitet sich dispersionsfrei aus.
Dies gilt insbesondere fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum.

Bei einer nichtlinearen Dispersionsrelation verbreitert sich das Wellenpaket im
Laufe der Zeit, es dispergiert. Dies kann man so verstehen, dass sich die einzelnen
Bestandteile (Frequenzen) des Wellenpakets mit unterschiedlicher Geschwindigkeit
bewegen. Die fiihrende Abweichung von der Linearitit ist durch den Dispersions-
parameter (33.42) gegeben. Wir berechnen die Dispersion des Wellenpakets (33.34)
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Re ¥o(z)

Abbildung 33.1 Links ist die Amplitudenfunktion A(k) mit a'/?k, = 6 gezeigt. Rechts
ist der Realteil der zugehorigen Wellenfunktion (33.34) fiir + = 0 abgebildet; die Funktion
Yo(z) = ¥(z, 0) ergibt sich aus (33.47).

vz, 0

Zeitliche Entwicklung ek

0 vgt Z

Abbildung 33.2 Gezeigt ist die Intensititsverteilung (33.48) des Wellenpakets (33.34) mit
(33.39) fiir zwei Zeiten. Der Schwerpunkt des Wellenpakets bewegt sich mit der Gruppen-
geschwindigkeit vg in z-Richtung. Gleichzeitig wird das Wellenpaket breiter, es dispergiert.
Eine solche Dispersion tritt nur dann nicht auf, wenn die Dispersionsrelation linear ist, also
wenn w o k.
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mit (33.39) und (33.40):

¥ (z,1) dk exp| —a (k — ko)* ] exp (ikz)

vV 2][ /—
o
E::p ( 1 Wo l’G(‘C ‘(0) ﬁ(( ‘CO) t >

i exp[i(kOZ — wot)] exp(— (z — th)2 ) (33.47)
V2 Ja+ipt 4(a+ipr) '
Die Welle hat die Intensitéit
2 IC? a(z—uvgt)?
Y, )| = —— exp<— _— (33.48)
| | 2a2 + p22 2 (a*+ B*1%)

Hieran sehen wir zunéchst, dass sich das Zentrum des Wellenpakets mit der Grup-
pengeschwindigkeit vg bewegt. AuBBerdem wird das Wellenpaket im Laufe der Zeit
breiter, es dispergiert. Dieses Verhalten ist in Abbildung 33.2 skizziert.

Die Breite eines GauBpakets exp(—z%/2 Az?) wird durch Az charakterisiert.

Fiir (33.48) gilt
2 2.2
t
Az(r) = ,/i (33.49)
a

Der Parameter /a legt die Breite Az(0) zur Zeit null fest. Im Laufe der Zeit ver-

breitert sich das Paket gemaf
Azw) _ | B
2200) =41+ o (33.50)

Dieser Effekt heillt Dispersion des Wellenpakets.

Wegen n = n(w) zeigen elektromagnetische Wellen in Materie in der Regel Di-
spersion. Fiir freie Schrodingerwellen folgt aus B = % /2m die quantenmechanische
Dispersion. Unter dem Gesichtspunkt der Entwicklung (33.40) ist die dispersions-
freie Ausbreitung eher als Sonderfall anzusehen. Licht breitet sich im Vakuum exakt
und in Luft in sehr guter Ndherung dispersionsfrei aus. Im horbaren Bereich ist die
Dispersion von Schallwellen in Luft (Wasser, Eisen) ebenfalls sehr klein.

Maximale Signalgeschwindigkeit

Im Verlauf der Diskussion haben wir die Phasengeschwindigkeit vp und die Grup-
pengeschwindigkeit vg eingefiihrt:

b = 20 v = (d—‘”) (33.51)
’ dk Jy. '
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Die Phasengeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit von Maxima oder Minima ei-
ner ausgedehnten Welle. Die Gruppengeschwindigkeit hatten wir als die Geschwin-
digkeit des Schwerpunkts eines Wellenpakets erhalten.

Im dispersionsfreien Fall gilt vp = vg = c. Die Phasengeschwindigkeit vp =
c/ny, (33.17), einer elektromagnetischen Welle in Materie ist meist kleiner als c.
Wie das Beispiel der Plasmawelle zeigt, ist aber auch vp > ¢ moglich, (33.36). Die
Gruppengeschwindigkeit (33.41) der Plasmawelle ist dagegen kleiner als c.

Nach der Speziellen Relativititstheorie konnen sich Signale nicht schneller als
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Ein Signal hat notwendig eine endliche rium-
liche Ausdehnung; es besteht also immer aus einem Wellenpaket. Fiir das oben un-
tersuchte Wellenpaket (33.47) ist die Gruppengeschwindigkeit die Signalgeschwin-
digkeit. Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt vg < c. Die Voraussetzungen
waren eine reelle Dispersionsrelation und die Entwicklung (33.40) (langsam verin-
derliches w (k)).

Unter bestimmten Umstédnden (Dispersion in der Ndhe von Resonanzen, ‘instan-
tanes’” Tunneln in einem Hohlleiter!) konnen sich Gruppengeschwindigkeiten erge-
ben, die groBer als ¢ sind; dies sind dann keine Signalgeschwindigkeiten. In diesen
Fillen muss der Transport von Energie genauer untersucht werden; der Energie-
transport ist das entscheidende Kriterium einer Signaliibertragung. Bei der Bestim-
mung der effektiven Geschwindigkeit des Energietransports muss dann insbesonde-
re die Absorption beriicksichtigt werden.

ISiche hierzu G. Nimtz, Instantanes Tunneln, Physikalische Blitter 49 (1993) 1119, und nach-
folgende Diskussion von P. Thoma, Th. Weiland und G. Eilenberger unter dem Titel Wie real ist das
Instantane Tunneln?, Physikalische Blitter 50 (1994) 313.
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Unter Dispersion versteht man die Frequenzabhéngigkeit des Brechungsindex n =
ny + ik. Im Rahmen des Lorentzmodells untersuchen wir diese Frequenzabhin-
gigkeit fiir verschiedene Materialtypen (Isolator, Metall, Plasma) und diskutieren
die sich daraus ergebenden Effekte fiir elektromagnetische Wellen in Materie. Die
Frequenzabhingigkeit des Realteils n.(w) fiihrt zur Aufspaltung eines Lichtstrahls
im Prisma (Abbildung 34.1) und zur Verbreiterung eines Wellenpakets (Abbildung
33.2); in beiden Fillen kommt es zu einer Dispersion im Wortsinn, also einem Aus-
einanderlaufen. Der Imaginérteil k bestimmt die Absorption der Welle.

Isolator
Fiir die Permeabilitit © und die dielektrische Funktion ¢ des Mediums gelte
w=1, e =¢e(w), £(0) = endlich (34.1)

Die letzte Bedingung bedeutet, dass die Leitfihigkeit o des Materials verschwindet
(Kapitel 31). Das betrachtete Medium ist daher ein Isolator. Als Beispiel betrachten
wir insbesondere Wasser.

Wir gehen vom Lorentzmodell (31.3) aus:

47t ng e fi
) =1+ o 2}: pER— (w; # 0) (34.2)
Die Bedingung w; # 0 garantiert, dass £(0) endlich ist.

Wie bereits in Kapitel 31 diskutiert, konnen wir (34.2) als allgemeine Form der
dielektrischen Funktion auffassen. Dabei sind die w; die Frequenzen der moglichen
Eigenschwingungen des Materials. Dies kann sich auf die Bewegung der Elektronen
(im Atom oder Molekiil), auf Molekiilschwingungen oder auf Gitterschwingungen
im Festkorper beziehen.

Fiir den Vorfaktor in (34.2) fithren wir die Plasmafrequenz wp ein, die bereits in
(31.29) numerisch abgeschétzt wurde:

wp A~ 210057 (34.3)

Me

Hierbei wurde die Dichte ng ~ 0.1 A_3 eines Festkorpers oder einer Fliissigkeit
eingesetzt. Nach (31.28) kann der Realteil der Dielektrizitidtskonstante einige Ein-
heiten betragen.

313
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Abbildung 34.1 Ein weiler Lichtstrahl
fallt auf ein Glasprisma. Da der Brechungs-
index frequenzabhiéngig ist, ergibt sich fiir
jeden Frequenz- oder Farbanteil des Lichts
ein etwas anderer Brechungswinkel. Dies
fiihrt zu einer Aufficherung, also einer
blau Dispersion des Strahls.

Lichtstrahl
rot

Glas mit n(w)

Re g(w)

Im &(w)

w1 W) w

Abbildung 34.2 Moglicher Verlauf des Real- und Imagindrteils der komplexen dielek-
trischen Funktion ¢(w) fiir einen Isolator. Gezeigt sind die Kurven, die sich aus (34.2) fiir
zwei Resonanzen ergeben. Dabei wurden folgende Modellparameter gewihlt: w, = 8 w; /3,
I = /10,1 =T11/2, f>/fi =2und 0f f» = w}/4.
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Wir untersuchen das Verhalten von ¢ (w) in der Nihe einer bestimmten Resonanz
wj. Die Breite I'; der Resonanz sei klein gegeniiber den Abstiinden Aw ~ |w; — wj|.
Fiir w ~ wj ergibt dann der Term mit w; den Hauptbeitrag zur Summe in (34.2):

2
wg fi (@] — w?)

Re e(w
@) (a)j2 — 0?)? + w? I“j2

+ g(w) (0 = wj) (34.4)

me@ = — 250 Lo @~ w;) (34.5)
(ij _ 0)2)2 4 w? 1—}2

Die Funktion g(w) besteht aus der 1 und den nichtresonanten Beitrigen der Summe
in (34.2); unter den angefiihrten Bedingungen ist g(w) im Bereich der betrachteten
Resonanz nur schwach verinderlich. Fiir schwache Dampfung (I < ;) ist der
Imaginirteil jeweils auf die Umgebung der Resonanz beschrinkt; die Beitrige der
entfernten Resonanzen sind von der Ordnung I"/ Aw. Abbildung 34.2 skizziert die
Frequenzabhingigkeit von Re ¢(w) und Im &(w) fiir den Fall von zwei Resonanzen.

Die dielektrische Funktion bestimmt den Brechungsindex n = ./¢. Die Be-
deutung des Brechungsindex fiir elektromagnetische Wellen wurde in Kapitel 33
diskutiert. Er bestimmt insbesondere die Grofen

n,(w) = Ren =~ /Re e(w) (Brechungsindex) (34.6)

a(w) = 2kpImn ~ — (Absorptionskoeffizient)  (34.7)
Die Bezeichnung ,,Brechungsindex* wurde hier im engeren Sinn fiir den Realteil
des (komplexen) Brechungsindex n verwandt. Die angegebenen Nédherungen setzen
Ime <« Re ¢ voraus.

In Abbildung 34.2 gilt meist dn,/dw > 0; dies wird als normale Dispersion
bezeichnet. In der Umgebung der Resonanzen kommt zu dn,/dw < 0, also zu
anomaler Dispersion. Konkret bedeutet normale Dispersion, dass blaues Licht im
Prisma stédrker gebrochen wird als rotes (Abbildung 34.1).

Einige Isolatoren wie etwa Wasser haben Molekiile mit permanentem Dipol-
moment. Diese Dipolmomente konnen sich in einem dufleren Feld ausrichten. Dies
fiihrt zur statischen Polarisierbarkeit (31.38) und damit zu

2

p
3kgT

g(w) =144mng (w =~ 0) (34.8)
Die Abschitzung (31.39) ergab (0) ~ 73 fiir Wasser. Fiir hinreichend grof3e Fre-
quenzen kann die Drehbewegung der Molekiile dem Feld nicht mehr folgen und
der Beitrag der permanenten Dipole verschwindet. Der Zwischenbereich ist durch
erhohten Energieilibertrag des Felds an die Drehbewegung der Molekiile gekenn-
zeichnet, also durch einen Beitrag zu Im e(w). Im Giiltigkeitsbereich von (34.8)
sind die Beitrdge der induzierten Dipolmomente in (34.2) vernachlissigbar klein.
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nr=Rey/e(w) Brechungsindex von Wasser
104
e~ 80, n,~9 Sichtbares Licht
5 permanente Dipole n, ~ 1.33

|

1+ ||

V

102 10* 10 10% 10 102 10" 10 10" 10% [Hz]

A=c/v 1 km Im 1Icm 1 1A
| | | | |

\ | | | \
e=hv=ho 1 eV 1 meV leV 1keV 1 MeV

Abbildung 34.3 Der experimentelle Brechungsindex n, = Re /¢ fiir Wasser als Funk-
tion der Frequenz v = w/2m. Als alternative Skalen sind unten die Energie ¢ = hv
eines Photons und die Wellenlinge A angegeben. Im sichtbaren Bereich (Wellenldngen
A A~ 4...7-107"m) hat der Brechungsindex den bekannten Wert von n, ~ 1.33. Bei
kleineren Frequenzen, insbesondere im Radiowellenbereich, richten sich die permanenten
Dipole der Wassermolekiile im alternierenden elektrischen Feld aus. Dies fiihrt zu einer
starken Polarisation und n, ~ 9.

Wir vergleichen das modellmifig untersuchte Verhalten von ¢(w), Abbildung
34.2, (34.2) und (34.8), mit dem tatsdchlichen Verhalten von Wasser, Abbildung
34.3 und 34.4. Die H,O-Molekiile haben ein grofles permanentes Dipolmoment.
Die eben diskutierte Frequenzabhingigkeit dieses Beitrags fiihrt zu

80 fir v < 10'°Hz (Radiowellen) (34.9)
e~ .
1.8 fiirv~5-10"Hz  (sichtbares Licht)
Wihrend etwa UHF-Wellen mit n, ~ 9 stark gebrochen werden, gilt fiir sichtba-
res Licht der Wert n, ~ 1.33. Der Abfall von 9 auf Werte der Grofle 1 ist mit
zunehmender Absorption verbunden. In diesem Bereich ist die Dispersion anomal,
dn,/dw < 0.Zu Absorption kommt es, wie nach (34.5) zu erwarten, auch im Be-
reich der Resonanzen.
Mit dem Abfall (34.9) von ¢ ist ein starker Anstieg der Absorption verbunden.
Diese Absorption ist fiir viele technische Anwendungen von Bedeutung:

e Schlechtes Wetter beeintrichtigt den Fernsehempfang iiber einen Satelliten
(A &= 3 cm) meist stirker als den von (nicht zu weit entfernten) terrestrischen
Sendern (A &~ 30cm). Deshalb sollte die Empfangsschiissel nicht zu klein
sein.
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o Im e(w)
T ¢ JReelw Absorptionskoeffizient von Wasser
(w) p
1
cm
105
104
103 ]
Mikrowelle
5 Radar
10- | | UHF
10 L
11
Meerwasser
10! ] o#0 |
|
1072
|
10734
10741 | l‘ | | Sichtbares Licht
m cm -~
[
107 | | | | | B | |
10> 100 10 10® 10 10> 10 10 10" 10*° [Hz]

Abbildung 34.4 Der experimentelle Absorptionskoeffizient o o< Im (g) als Funktion der
Frequenz v = w/2m fiir Wasser. Auf der Linge 1/« fillt die Intensitit einer elektromagneti-
schen Welle in Wasser auf den e-ten Teil ab. Im Bereich A ~ 100. .. 1 cm steigt die Absorp-
tion stark an; dies ist durch den Energieverlust bei alternierender Ausrichtung der permanen-
ten Dipole bedingt. In diesem Bereich gibt es viele technische Anwendungen, wie Mikro-
wellen (A ~ 30...0.03cm), Radar (A ~ 60...0.8cm), Fernsehwellen (UHF-Bereich:
A ~ 100...10cm) und die von Nachrichtensatelliten benutzten Wellen (A ~ 6...1cm).
Im Bereich des sichtbaren Lichts (A & 4 ... 81077 m) sinkt der Absorptionskoeffizient um

viele GroBenordnungen ab.
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e Das Radar in der Flugzeugnavigation (A ~ 30 cm) funktioniert auch bei Ne-
bel oder Regen. Hochauflosendes Radar (etwa A ~ 1 cm) wird dagegen stér-
ker behindert.

e Im Mikrowellenherd (A ~ 1cm) ist die Absorption der eigentliche Nutz-
effekt. Die Energie wird zunichst in die Drehung von H,O-Molekiilen in
der Speise gepumpt; in Frage kommen auch andere Molekiile mit perma-
nentem elektrischen Dipolmoment (Vorsicht bei irgendwelchem Plastikge-
schirr!). Uber die sich hin- und herdrehenden Molekiile wird die Energie
auf andere Freiheitsgrade iibertragen. Sie verteilt sich schlielich statistisch
auf alle verfiigbaren Freiheitsgrade; die Temperatur der Speisen steigt ent-
sprechend an. Da die Energie primér in die wasserhaltigen Bestandteile ge-
pumpt wird, erhitzt sich das Porzellangeschirr vorwiegend tiber die normale
Wirmeleitung. Metalltdpfe schirmen die Mikrowellen dagegen ab (Skineffekt
(34.16) — (34.20)); sie sind daher nicht fiir den Mikrowellenherd geeignet.

Als sichtbar bezeichnen wir Licht, fiir das unsere Augen sensitiv sind. Abbildung
34.4 zeigt die physikalische Ursache fiir die biologische Auszeichnung dieses Fre-
quenzbereichs: Wasser ist gerade hier transparent. Die Linge 1/«, auf der die In-
tensitédt einer Welle um den Faktor e sinkt, liegt im Sichtbaren bei 10 bis 100 Meter;
dies bezieht sich auf reines Wasser. Auflerhalb des sichtbaren Bereichs sinkt 1/«
schnell auf Bruchteile von Millimetern. Die Evolution hat dieses Transparenzfens-
ter genutzt.

Meerwasser hat im Gegensatz zur Voraussetzung (34.1) aufgrund der gelosten
Salze eine gewisse Leitfahigkeit. Dies trigt fiir nicht zu hohe Frequenzen zum Ima-
ginérteil von ¢ bei, (31.15). Durch diesen Effekt werden Radiowellen im Meerwas-
ser viel stirker geddmpft, als dies bei StiBwasser der Fall wire; in Abbildung 34.4
ist die Absorption fiir Meerwasser gesondert eingezeichnet. Diese Absorption be-
hindert die Kommunikation zwischen Unterseebooten durch Radiowellen.

Im Grenzfall sehr hoher Frequenzen o > w; wird (34.2) zu

4 2 . 7 w2
flw) &1 — 08 Zﬁ =1-22 (0> (34.10)
me

Die Plasmafrequenz wp wurde in (34.3) angegeben. Im Bereich w? > Z a)P2 ~ wdzt

nihert sich e(w) aus (34.10) asymptotisch der 1 an. Dieses Verhalten erkennt man
fiir Re ¢ in Abbildung 34.3. Fiir ® > w; verhalten sich die Elektronen praktisch
wie freie Teilchen. Der Imaginirteil von & kommt dann von der Thomsonstreuung
(Kapitel 25); er ist in (34.10) nicht beriicksichtigt.

Fiir sehr viel hohere Frequenzen (hw z 1MeV) fiihren die Anregungen von
Nukleonen in Atomkernen zu weiteren Resonanzen. Diese Phinomene werden
iblicherweise durch den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von y-Strahlen an
Atomkernen beschrieben, nicht aber durch die dielektrische Funktion.
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Re e(w)

-

Wsi p )

Im e(w)

Wsi wp w

Abbildung 34.5 Der Real- und Imaginérteil der dielektrischen Funktion &(w) eines Me-
talls aus (34.13). Fiir das Verhiltnis I"/wp wurde der Wert fiir Kupfer gewihlt, also etwa
3. 1073. In der Mitte des sichtbaren Bereichs ist &(wg) &~ —30. Fiir @ — 0 erhalten wir
Ree — —oo und Ime — +ioo. Dies entspricht der gegenldufigen Auslenkung freier
Elektronen, wobei Amplitude und Energieverlust mit @ — 0 anwachsen. Im Anschluss an
(31.30) wurde der Zusammenhang mit dem statischen Wert £(0) = + oo diskutiert.

Metall

Im Rahmen des Lorentzmodells wird ein Metall dadurch beschrieben, dass es pro
Atom oder Elementarzelle ein freies Elektron (w; = 0, I7 = I') gibt. Hierfiir
erhalten wir die dielektrische Funktion (31.15):

_ 4d7ng e 1 _ a)PZ

Im ersten Term &,(w) sind die Beitrdge der gebundenen Elektronen zusammenge-
fasst; die zugehorigen Effekte wurden im Abschnitt ,,Isolator* diskutiert. Im Fol-
genden schlieBen wir den Bereich @ ~ w; & I'; der Resonanzen von &,(w) aus.
Dann gilt ndherungsweise

&o(w) ~ reell, &o(w) ~ const. go(w) =0() (34.12)

Wir setzen €,(w) = 1 und spalten die dielektrische Funktion in Real- und Imagi-
nérteil auf:

2 2
_ wp _ wp I
Ree(w) =1 — PR Im e(w) = 7{0@)2 T (34.13)

Diese beiden Funktionen sind in Abbildung 34.5 dargestellt. Nach (31.15)—(31.19)
bestimmt die Amplitude der 1/w-Divergenz die Leitfdhigkeit. Fiir o < I" erhalten
wir aus (31.20) die Leitfdhigkeit

wpz no e*

—o(0) = - 34.14
0= = F =T (34.14)
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In der Diskussion verwenden wir die Werte (31.21) fiir Kupfer:

1
F==-~4.108s"", o~6-10"7s1, wp~2-100s71 (34.15)
T

Wir unterscheiden nun drei Frequenzbereiche, in denen sich jeweils charakte-
ristische Effekte ergeben:

1. w <« I': Dieser Fall fiihrt zum Skineffekt.

2. I' €K o < wp/./ : Sichtbares Licht wird von Metallen nahezu vollstéindig
reflektiert.

3. w > wp/. /& : Im Ultravioletten werden Metalle transparent.

Skineffekt
Fiir o < I" wird (34.11) zu

4no
e(w) X go(w) + i (< T) (34.16)

Aus w <« I und (34.15) folgt w « o. Wegen &, = O (1) gilt dann o/w > &,.
Damit erhalten wir

4 1 2
nzﬁ:\/ao+i ”z\/i T a4y, =2 (34.17)
w w w

Fiir eine Welle mit k = nkge, bedeutet dies

exp(ik - r) = exp(ikonz) = exp (i < ) exp <— < > (34.18)
dskin skin

Wir werten die Linge dgin mit (34.17) und mit kg = w/c aus:

c

c
dskin = = 34.19
sin V2ntow 2mi/ov ( )
Fiir Kupfer mit o = 5- 10! s~! erhalten wir im UHF-Bereich
dgin=2-10"*cm  fiir v = 10° Hz (34.20)

Die Voraussetzung w = 2mv < I ist erfiillt. Wir betrachten ein elektrisches Feld
mit dieser Frequenz, das die Stromdichte j = o E hervorruft. Nach (34.18) und
(34.20) kann das Feld aber nur in die duflerste Oberflache des Drahtes eindringen.
Damit ist auch die Stromdichte j(r) o« E(r) auf die dulere Haut (englisch: skin)
des Drahtes beschrinkt. Dieser Effekt heil3t Skineffekt.

Wegen des Skineffekts ist ein versilberter Draht fiir den Transport hochfrequen-
ter Strome genauso geeignet wie ein solider Silberdraht. Die Leitfdhigkeit von Sil-
ber ist hoher als die von Kupfer; Silber ist aber wesentlich teurer als Kupfer. Daher
verwendet man zum Beispiel im Empfangsteil eines Fernsehers versilberte Kupfer-
dréhte.
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K
R
1
1 \/_”i reflexiv transparent
wp w wp w

Abbildung 34.6 Der Imaginirteil « und der Realteil n, des Brechungsindex n fiir die di-
elektrische Funktion (34.21) mit &, = 1 (links). Unterhalb von wp gilt n = ik, oberhalb
n = n,. Hieraus folgt das Verhalten des Reflexionskoeffizienten (rechts). Das Umschla-
gen vom reflexiven zum transparenten Verhalten ist charakteristisch fiir ein Metall oder ein
Plasma.

Reflexivitiit im Sichtbaren — Transparenz im Ultravioletten

Fiir o > I’ wird (34.11) zu

©? { negativ (0 < wp/ /%) (34.21)

) =80l =TT = ositiv (@ > wp//z0)

Hierbei setzen wir &, = reell voraus. Aus (34.21) folgt der Brechungsindex:

ik =i\/of/w? —&, (0 < wp/\/50, Reflexivitit)
Ny = /80 — wF | w? (w > wp/ /€o, Transparenz)

(34.22)

n=+¢ew) =

Diese Frequenzabhingigkeit ist in Abbildung 34.6 links skizziert.

Wenn eine Welle auf eine Grenzschicht zwischen zwei Medien (etwa Luft
und Metall) trifft, dann wird im Allgemeinen ein Teil der Welle reflektiert. Der
Reflexionskoeffizient R gibt das Verhiltnis aus der reflektierten zur einfallenden
Energiestromdichte an. Ein imaginirer Brechungsindex bedeutet, dass sich in die-
sem Medium keine Welle ausbreiten kann. Eine Welle mit w < wp/./€,, die auf
eine Metalloberfliche fillt, wird daher vollstindig reflektiert, R = 1. Fiir hohere
Frequenzen, w > wp/., /&, ist der Brechungsindex dagegen reell und das Metall ist
transparent. In diesem Fall pflanzt sich eine einfallende Welle zum Teil im Metall
fort, zum Teil wird sie reflektiert. In Abbildung 34.6 rechts ist die Abhingigkeit
des Reflexionskoeffizienten von der Frequenz skizziert (fiir ¢, = 1). Der quantitati-
ve Ausdruck fiir den Reflexionskoeffizienten R(w), der dieser Abbildung zugrunde
liegt, wird in Kapitel 37 angegeben.
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Im Lorentzmodell wie auch in realen Materialien hat &,(w) bei w ~ wp/ /2o
einen kleinen Imaginirteil. Dann gibt es keine (reelle) Frequenz w, bei der die di-
elektrische Funktion (34.21) exakt verschwindet. Dadurch wird der abrupte Uber-
gang vom reflexiven zum transparenten Verhalten etwas ausgeschmiert. Die folgen-
de Diskussion geht daher lediglich von R ~ 1 fiir ® < wp/,/€; und von x ~ 0 fiir
W < wp/\/€, auUS.

Fiir die Frequenz von sichtbarem Licht gilt w; ~ wp/5 < wp//€,. Sichtbares
Licht wird von Metallen daher nahezu vollstiandig reflektiert (R =~ 1). Die vollstén-
dige Reflexion bedeutet auch, dass Metalle undurchsichtig sind.

Wegen R ~ 1 eignen sich Metalle als Spiegel. Aus (34.21) und ¢, ~ 1 folgt
g(w) & —15 ... — 45 im sichtbaren Bereich, also « ~ 4...7. Die Welle dringt nur
auf der Liange O (1/27«) in das Metall ein. Fiir einen Spiegel geniigt daher eine
diinne Silberschicht auf Glas.

Fiir o > wp/. /e, gilt k ~ 0. Die Dimpfung einer Welle ist also sehr klein; das
Medium ist transparent. Die kritische Frequenz liegt fiir £, = 1 bei wp & 2-1016 571,
also im Ultravioletten. Wenn die Frequenz o den Wert wp/ /€, tibersteigt, wird das
zuvor undurchsichtige Metall durchsichtig. Dieser Effekt wird als Transparenz im
Ultravioletten bezeichnet.

Der tatsichliche Wert der kritischen Frequenz wp/ /&, hiingt von der Dichte ng
in (34.3) und vom Wert von &, = (9(1) ab. Fiir die Alkalimetalle Lithium, Natrium
und Kalium wird der Ubergang zur Transparenz etwa bei den Frequenzen o ~ 1.2,
0.9 und 0.6 - 10" s~! beobachtet (zum Vergleich wyjolert = 0.5 - 1016 5=,

Plasma

AbschlieBend betrachten wir ein Plasma aus freien Elektronen und Ionen. Wegen
der freibeweglichen Ladungen konnen wir von der Form (34.11) fiir das Metall
ausgehen, wobei aber die Parameter des Plasmas einzusetzen sind.

In der dielektrischen Funktion dominiert der Beitrag der freien Elektronen, die
wegen ihrer kleineren Masse leichter als die Ionen auszulenken sind. Wir beschrén-
ken uns auf den Fall w > I' = 1/71; dabei ist T die StoB3zeit der Elektronen. Hierfiir
iibernehmen wir (34.21) mit g, = 1:

2
ew) =1— % (> 1/7) (34.23)

Dabei ist in

(34.24)

die Dichte ng der freien Elektronen einzusetzen. Wir setzen &(w) = n? = ¢2k? / w?
in (34.23) ein und 16sen nach w? auf:

(Dispersionsrelation (34.25)

2 2 212
" =wp +ck fiir Plasmawellen)
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Fiir hohe Frequenzen ist die Abweichung von n = 1 oder w = ck klein. Dies gilt
zum Beispiel fiir die Dispersion von Sternlicht im interstellaren Raum. In diesem
Fall ist ng und damit wp klein; fiir die relevanten Frequenzen weicht (34.25) nur
wenig von w = ck ab.

Aus (34.23) folgt

imaginir (w < wp, Reflexivitit)

n(w) =+ve(w) = (34.26)

reell (w > wp, Transparenz)

Fiir den Ubergang vom reflexiven zum transparenten Verhalten geben wir zwei Bei-
spiele an:

e Wegen der Reflexion an der Ionosphire ist im Kurzwellenbereich weltweiter
Rundfunk méglich. Im UKW-Bereich ist die lonosphire dagegen transparent.

e Beim Wiedereintritt in die Atmosphére bricht die Funkverbindung zwischen
einer Raumfihre und der Bodenstation ab. Beim Wiedereintritt erhitzt sich die
Luft, die das Raumschiff umstromt, sehr stark. Dadurch steigt die Dichte ng
der ionisierten Teilchen in dieser Luftschicht an. Die Plasmafrequenz ist dann
voriibergehend grofer als die Frequenz der Funkwellen, und die ionisierte
Luftschicht ldsst keine Funkwellen mehr durch.

Die Wechselwirkung von Plasma mit elektromagnetischen Feldern ist ein umfang-
reiches Forschungsgebiet, das durch die angegebenen Formeln auch nicht andeu-
tungsweise reprasentiert wird. Als ein Anwendungsbereich seien die EinschlieBung
und die Kompression von heilem Plasma durch elektromagnetische Felder erwihnt,
die fiir die kontrollierte Fusion wichtig sind.
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35 Huygenssches Prinzip

Die Optik ist die Lehre von der Ausbreitung des Lichts oder allgemeiner der elektro-
magnetischen Wellen. Ausgangspunkt sind daher die Maxwellgleichungen und ihre
Wellenlosungen im Vakuum (Kapitel 20) oder in Materie (Kapitel 33). Die Optik ist
ein groBes und eigenstindiges Gebiet', von dem wir im Teil VII einige Grundlagen
(Beugung und Interferenz, Reflexion und Brechung, geometrische Optik) behan-
deln.

Eine elektromagnetische Welle falle auf eine Blende, also auf eine undurchléssi-
ge Fliche mit Offnungen. Das Wellenfeld hinter der Blende kann dann (in einer sehr
brauchbaren Niherung) mit Hilfe des Huygensschen Prinzips berechnet werden.
Nach diesem Prinzip geht von jedem Punkt der Blendenoffnung eine Kugelwelle
aus. Im Rahmen der Kirchhoffschen Beugungstheorie leiten wir in diesem Kapitel
das Huygenssche Prinzip ab. Das Ergebnis kann in der Fraunhoferschen Niherung
vereinfacht werden.

Wir betrachten monochromatische Wellenfelder im Vakuum:
E(r,t) = E(r) exp(—iwt), B(r,t) = B(r) exp(—iwt) (35.1)

Die Realteilbildung wird nicht mit angeschrieben. Im quellfreien Bereich folgen aus
den Maxwellgleichungen (im Vakuum) die Wellengleichungen (21.4) und (21.5).
Fiir (35.1) ergeben sie

oy (E(r) _
(A+k%) (B(r)>_o (k=w/c) (35.2)

Fiir jede Komponente des elektromagnetischen Felds (also etwa fiir v = E,) gilt
damit

(A+K)y@) =0 (35.3)

'Als modernes Lehrbuch sei die Optik von S.G.Lipson, H.S.Lipson und D.S. Tannhauser,
Springer-Verlag 1997, genannt.
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Wir untersuchen im Folgenden nur Konsequenzen dieser skalaren (einkomponenti-
gen) Wellengleichung. Damit vernachldssigen wir alle Polarisationseffekte. Dies ist
fiir viele Anwendungen ausreichend.

Wir betrachten die in Abbildung 35.1 und 35.2 skizzierte Situation. Vor der
Blende gebe es bei r”’ ein Punktquelle, hinter der Blende ist das Wellenfeld gesucht:

exp(ik|r —r"|)
exp(ikr — D der Blend
Y(r) = 7] vordet Blende (35.4)
?

hinter der Blende

Mit Ausnahme des Punkts r” der Quelle erfiillt ¥ (r) die Wellengleichung (35.3).
Die Lage und Form der Blende und ihrer Offnungen werde durch eine Fliche A
beschrieben. Die Fliche A soll ein Volumen V einschlieBen; dazu wird sie gege-
benenfalls weitab von den Offnungen zu einer geschlossenen Fliche erginzt (etwa
durch eine grofle Halbkugel).

Zur Berechnung des Felds 1 (r) hinter der Blende gehen wir vom zweiten
Greenschen Satz (1.31)

/d3r (V(r)AG — G Ay (r)) = ?ﬁ dA-(Y(r)VG -G V¥ () (355)
\%4 A

mit
_exp(ik|r —r'))

G(r,r) (35.6)

r—r]
aus. Nach (3.37) gilt

(A+K)Gr.r'y=—4ns@r —r) (35.7)

Auf der linken Seite von (35.5) kdnnen wir zunichst beide A-Operatoren durch A +
k2 ersetzen; denn die zusitzlichen Terme mit k2 heben sich auf. Danach verwenden
wir auf dieser linken Seite (35.3) und (35.7) und erhalten so

]
(') = 4—% dA - (G(r, ') Vr(r) — ¥ (r) VG(r, r/)) (35.8)
T JA

Der Vektor r zeigt zu einem Punkt der Fldche A, tiber die integriert wird. Der Vektor
r’ zeigt zu einem Punkt innerhalb von V, an dem das Wellenfeld v (r’) berechnet
werden soll.

Die Blende absorbiere das Licht vollstindig (auBerhalb der Offnungen). Dies
macht die folgenden Annahmen der Kirchhoffschen Beugungstheorie fiir das Feld
Y auf der Flidche A plausibel:

1. Auf der Blende verschwinden das Feld und seine Ableitung. Die Integration
in (35.8) kann daher auf die Offnungen der Blende beschriinkt werden.

2. In den Offnungen ist ¥ das ungestorte Feld der Quelle (erste Zeile in (35.4).
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Fliche A
Volumen V e

Punktquelle

Abbildung 35.1 Die Kugelwelle einer Quelle Q fillt auf eine Blende (geschlossene Flache
A mit einer Offnung). Gesucht ist das Wellenfeld am Punkt P innerhalb des Volumens V.

Ursprung KS

Abbildung 35.2 Erginzend zu Abbildung 35.1 werden einige Vektoren und Winkel defi-
niert, die in der Rechnung auftreten. Der Vektor r zeigt zu einem Punkt der Blendenoffnung,
r” gibt den Ort der Quelle an, n ist ein Einheitsvektor, der senkrecht auf der Fliche steht.
Bei r’ soll das Wellenfeld berechnet werden. Fiir die im rechten Teil definierten Winkel gilt
n-rqo=—rqcos¢qundn -rp = —rpcos Pp.
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Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 35.2 erhalten wir G = exp(ikrp)/rp und
Y = A exp(ikrg)/ro. Hiermit und mit den Kirchhoffschen Annahmen wird (35.8)
zu

V) ~ 5/ JAn. (exp(ikrp) v exp(ikrq) B exp(ikrq) v exp(ikrp)>
T Jo p rQ rQ rp
(35.9)
Mathematisch sind die Kirchhoffschen Annahmen allerdings inkonsistent: Wenn
auf einem endlichen Flidchenstiick ¥ = 0 und n - Vi = 0 gilt (dabei ist n ein
Normalenvektor), dann folgt daraus ¢ = 0. Wir ersetzen die 1. Kirchhoffsche An-
nahme daher durch: AuBerhalb der Offnungen ergeben ¥ und n - Vs vernachlissig-
bare Beitrige zum Integral (35.8). Diese Annahme ist nicht inkonsistent und fiihrt
zu (35.9) als Niherung.
Fiir die weitere Auswertung nehmen wir

ffnungen

rQ > A, rp > A (35.10)

an. Wir fiihren nun die Ableitungen im Integranden von (35.9) aus. Mitrq = r —r”
und dem Winkel ¢g aus Abbildung 35.2 erhalten wir

n-v

exp(ikrg) _n-rq (ik B i) exp(ikrg) ~ —ik cos g exp(ikrq)
rqQ rqQ rq rqQ rqQ
(35.11)
Die entsprechende Formel fiir rp = r’ — r enthilt vom Nachdifferenzieren ein
zusitzliches Minuszeichen (V wirkt auf r). Wir setzen die Ausdriicke fiir die Ab-
leitungen in (35.9) ein:
—ikC JA exp(ikrp) exp(ikrq)

Offnungen rp r Q

v ~ (cos ¢q + cos ¢p) (35.12)
Die erwihnte Inkonsistenz der 1. Kirchhoffschen Annahme kann formal durch
eine modifizierte Greensche Funktion G(r, r’) vermieden werden (Abschnitt 9.8
in [6]). In diesem Fall erhilt man anstelle von cos¢q + cos¢p einen anderen
Winkelfaktor, und zwar 2 cos ¢ oder 2 cos ¢p je nach Niherungsannahme. Wir be-
schrianken uns im Folgenden auf kleine Winkel und ndhern den Winkelfaktor durch
cos ¢g + cos¢p ~ 2 an. Dadurch umgehen wir auch Modifikationen, die bei ei-
ner Korrektur der Kirchhoffschen Annahmen auftreten konnen. In dieser Nidherung
wird (35.12) zu

v ~ —ikC/ JA exp(ikrq) exp(ikrp) (35.13)
O

27

ffnungen r Q rp

Dies ist das Huygenssche Prinzip: Von jedem Punkt der Offnung geht eine Kugel-
welle exp(ikrp)/rp aus. Ihre Stirke und insbesondere ihre Phase wird von der ein-
fallenden Kugelwelle C exp(ikrq)/rq bestimmt. Als mogliche Verallgemeinerung
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konnen auch mehrere Quellen zugelassen werden; dann ist C exp(ikrq)/rq durch
die Uberlagerung der Felder aller dieser Quellen zu ersetzen.

Wir vereinfachen (35.13) noch durch die Annahme, dass der Abstand rq zur
Quelle viel groBer als der Durchmesser d der Blendenoffnung ist, und dass die Welle
senkrecht auf eine ebene Blende fillt. Dann gilt im Bereich der Blendenoffnung

ik
XPUKTQ) o const.  (rq > d. senkrechter Einfall) (35.14)
rqQ

Eine konstante Phase im Bereich der Blende bedeutet, dass die Kugelwelle hier
lokal durch eine ebene Welle angenihert wird. Damit wird (35.13) zu

) ) exp(ikrp) P.I.uygenssches Pri_nzip
')y~ C dA —— fiir senkrechten Einfall (35.15)
Offnungen rp einer ebenen Welle

Die Vorfaktoren wurden durch C” abgekiirzt. Damit lautet das Huygenssche Prinzip:
Von jedem Punkt der Blenden6ffnung geht eine Kugelwelle aus.

Huygens stellte sein Prinzip bereits 1679 auf. Die hier gegebene Begriindung
geht auf Kirchhoff (1882) zuriick. Trotz der Probleme in der Ableitung ist das
Huygenssche Prinzip eine gute und sehr niitzliche Néherung. Fiir eine weiter-
fithrende Diskussion (Winkelfaktoren, Polarisation) sei auf Jackson [6] verwiesen.

Nach dem Huygensschen Prinzip sind Beugung und Streuung verwandte Phino-
mene. Bei der Streuung féllt Licht auf Streuzentren (etwa Atome oder Striche eines
Gitters). In Kapitel 25 wurde (mit Polarisationseffekten) berechnet, wie ein Atom
zu Dipolschwingungen angeregt wird und dadurch seinerseits zur Quelle einer aus-
laufenden Kugelwelle wird. Damit geht von jedem Atom (oder Streuzentrum) eine
Kugelwelle aus, so wie von jedem Punkt der Offnung in (35.13).

Fraunhofersche Beugung

| p
rop
Abbildung 35.3 Wir fiihren einen Vektor rop von
0 Tp einem festen Punkt O der Blendendffnung zum
X Beobachtungspunkt P ein. Dann ist rp = rop — x,

wobei x := (&, ) ein (zweidimensionaler) Vektor
| in der Ebene der Blendendffnung ist.

Wir entwickeln rp2 = (rop — x)% = (xop — €)% + (yop — 2+ z(%P nach Potenzen

von x, ,
2kop - x X
2 2 OP
— 1— = =4 35.16
» = Tor ( k rop * ré ) ( )
wobel rop
kop = k — (35.17)

rop
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Wir verwenden die Entwicklung (35.16) im Integranden von (35.15):

exp(ikrp) _ exp(ikrop) exp(—ikop - X) exp<ikxz>
~ —1kop -

p rop 2rop
(35.18)
exp(ikrop) . . na
~ ——— exp(—ikgp-x) fir D>» —
rop A

Fiir hinreichend groen Abstand D zwischen Blende und Schirm ist der letzte Ex-
ponentialfaktor in der ersten Zeile ungefihr gleich 1; dabei ist D =~ rp X rop,
und a kennzeichnet die GroBe der Blendendffnung. Fiir D < ma?/A muss dieser
Exponentialfaktor dagegen beriicksichtigt werden; dieser Fall wird in der Literatur
unter der Bezeichnung Fresnelsche Beugung diskutiert.

Mit (35.18) wird (35.15) zur Fraunhofersche Beugung oder Ndherung:

ik
expUkror) [ 2 exp(—ikop - x) (35.19)
rop Offnung

Y~

Wenn sich Materie in der Offnung der Blende befindet, dann ist die Stirke der aus-
gehenden Wellen (Kapitel 25) ortsabhéngig. Dies kann dadurch beriicksichtigt wer-
den, dass der Vorfaktor C’ durch B(x) ersetzt und unter das Integral geschrieben
wird:

ik
exp(ikroe) d*x B(x) exp(—ikop - X) (35.20)
rop Offnung

Y (')~

Das Integral ist die Fouriertransformierte von B(x), also der zweidimensionalen
Struktur in der Offnung. Aus dem Beugungsmuster erhilt man |v/|> und damit das
Betragsquadrat der Fouriertransformierten.

Es ist hdufig so, dass ein Streuexperiment zur Fouriertransformierten der zu un-
tersuchenden Struktur fiihrt. Als Beispiel sei die Bornsche Niherung (in Teil VII
von [3]) angefiihrt: Dabei wird die Streuung von Teilchen an einem Target auf die
Streuung an einem Potenzial (zwischen dem Projektil und einem Targetteilchen)
zuriickgefiihrt. In der Bornschen Néherung ist der berechnete Wirkungsquerschnitt
dann proportional zum Betragsquadrat der Fouriertransformierten dieses Potenzi-
als. Ein vergleichbares Ergebnis haben wir in (25.27) fiir die Streuung von Licht
erhalten.

Ein Standardproblem bei dieser Art von Abbildung (der Struktur B(x) oder des
Potenzials) ist, dass man nur den Betrag, nicht aber die Phase der Fouriertransfor-
mierten erhilt. Ein weiteres Problem ist, dass das Experiment immer nur einen end-
lichen Bereich von k-Werten umfasst. Um B(x) (oder das Potenzial) zu erhalten,
muss man daher zusétzliche Annahmen machen. Man konnte etwa einen plausiblen
Ansatz fiir B(x) machen, der von einigen Parametern abhédngt. Der Vergleich der
Fouriertransformierten des Ansatzes und des Experiments kann dann die Parameter
festlegen.
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Das Huygenssche Prinzip wird auf einige einfache und wichtige Fille angewandt.
Zunéchst behandeln wir die Interferenzeffekte, die sich bei der Streuung von Licht
an einem Doppelspalt oder an zwei kleinen Offnungen ergeben konnen. Wir dis-
kutieren die Schattenbildung und im Zusammenhang damit die Unschirfe des
Schattenrands aufgrund von Beugungseffekten. In der Fraunhoferschen Niherung
berechnen wir die Beugung an einer rechteckigen Blende.

Interferenz am Doppelspalt

Eine Blende habe zwei spaltférmige Offnungen, deren Abstand d vergleichbar mit
der Wellenldnge A ist. Wenn Licht auf diese Blende fillt, beobachtet man auf dem
Schirm ein Interferenzmuster (Abbildung 36.1). Dieses Experiment wurde 1801 von
T. Young durchgefiihrt. Die dabei gefundene Interferenz stand im Widerspruch zu
Newtons allgemein akzeptierter Meinung, dass Licht aus Teilchenstrahlen bestehe.

Fiir ein vereinfachte Rechnung betrachten wir eine Blende, die anstelle der bei-
den Spalte zwei kleine kreisférmige Offnungen (mit der Fliche @) hat; die qualitati-
ve Abbildung 36.1 gilt auch hierfiir. Auf die Blende fillt eine ebene Welle senkrecht
ein. Wir gehen von der Fraunhoferschen Néherung (35.19) aus. Der Durchmesser
der Offnungen sei so klein, dass exp(—ikop - x) ~ 1 gilt. Dann ergibt das Integral
in (35.19) fiir jede Offnung die Fliche a. Damit wird (35.19) zu

(36.1)

Sy = C <exp(ikr1) n exp(ikrp) )

r r
Dabei sind r; und r, die Abstidnde von den Offnungen zu einem Punkt auf dem

Schirm. Der Vorfaktor wurde mit C’'a = C abgekiirzt. Die Intensitidt / auf dem
Schirm (etwa die Schwirzung einer Photoplatte) ist dann

) o 1 1 2
I=1yP=|C| 5+ =+ —— cos[k(r1 —r)] (36.2)
reoory rir
Hieraus folgt die fiir Wellen typische Interferenz:

ICP?(r1 +r2)* _4ICP

fiir cos(...) =1

r22 ’”12 r2
I = 5 5 (36.3)
ICI=(r1 =)~ y
— 5 X 0 fiir cos(...) = —1
Fyr
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[y 2

>

Ebene Welle
Blende Schirm

Abbildung 36.1 Eine Welle fillt auf eine Wand mit zwei gleichen Offnungen (Loch oder
Spalt), deren Abstand d vergleichbar mit der Wellenldnge A ist. Nach dem Huygensschen
Prinzip geht von jeder der beiden Offnungen eine Kugelwelle aus. Rechts vom Schirm ist
die messbare Intensitiit |1/|> schematisch aufgetragen.

Je nach dem Vorzeichen des Cosinus ergibt sich eine Verstirkung oder Abschwi-
chung. Fiir die Ndherungsausdriicke wurde im Amplitudenfaktor r; & ry ~ r einge-
setzt. Die Nidherung r| = ro & r darf aber nicht in der Cosinusfunktion verwendet
werden; denn hier sind ja gerade kleine Anderungen (~ A) der Wegdifferenz | — r»
entscheidend. Abhiéngig von der Wegdifferenz | —r» treffen am Schirm Wellenberg
auf Wellenberg (konstruktive Interferenz) oder Wellenberg auf Wellental (destrukti-
ve Interferenz). Bei konstruktiver Interferenz ist die Intensitit etwa doppelt so grof3
wie die Summe der Intensititen der Einzelwellen.

Fiir beliebige Blenden sind (35.13), (35.15) oder (35.19) die Grundlage zur Be-
rechnung der Interferenzeffekte: Die von den Punkten der Offnung ausgehenden
Wellen exp(ikrp)/rp werden addiert. Am Beobachtungspunkt haben sie im All-
gemeinen verschiedene Phasen. Thre Addition fiihrt daher zu Interferenz, also zu
Verstirkung oder Ausldschung.

Ein Interferenzmuster wird entscheidend bestimmt durch das Verhiltnis der
Wellenlidnge A zum Abstand d der Streuzentren. Damit es zu deutlichen Interferenz-
erscheinungen kommt, miissen beide Groflen noch vergleichbar sein (etwa A ~ d
oder auch A ~ 10d). Unter Streuzentren verstehen wir hier die Punkte der Blenden-
offnung, von denen nach dem Huygensschen Prinzip Kugelwellen ausgehen, oder
auch die streuenden Atome eines Kristallgitters oder Striche eines optischen Git-
ters. Hierzu sei auf die Streuung von Rontgenstrahlen am Kristallgitter (Laue 1912)
und auf die Aufgaben 25.2 und 36.1 verwiesen.

Kohirenzlinge

Wir sind davon ausgegangen, dass eine ebene Welle (oder die Kugelwelle einer
Quelle) auf die Offnungen des Schirms fillt. Nun besteht natiirliches Licht aus ein-
zelnen Wellenpaketen, die relativ zueinander statistisch verteilte Phasen und Orte
haben. Die Ersetzung eines Wellenpakets durch eine ebene Welle oder Kugelwelle
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ist nur zuldssig, wenn die Ausdehnung des Wellenpakets grofl gegeniiber den re-
levanten Abmessungen (wie dem Lochabstand d in Abbildung 36.1) des Systems
ist. Nach (24.42) kann einem Photon in natiirlichem Licht ein Wellenpaket mit der
Abmessung

e ~3m (36.4)

zugeordnet werden. Man sagt, das Licht hat die Kohdrenzlinge £.. Sofern die re-
levanten Abmessungen klein gegeniiber ¢ sind, konnen wir die Rechnung mit un-
endlich ausgedehnten Wellen (wie exp(ik#)/r) durchfiihren.

Im Doppelspaltexperiment fiihren die einzelnen Wellenpakete zu der in Abbil-
dung 36.1 skizzierten Interferenz (wegen d ~ A < £.). Dabei ist jedes einzelne
Wellenpaket als quantenmechanische Wellenfunktion eines einzelnen Photons zu
interpretieren. In diesem Sinn interferieren einzelne Photonen mit sich selbst. Ins-
besondere kommt es auch dann zur Interferenz, wenn die einfallende Welle in Ab-
bildung 36.1 so geringe Intensitit hat, dass die einzelnen Photonen zeitlich getrennt
voneinander ankommen.

Aus der quantenmechanischen Wellenfunktion fiir Photonen wird die klassische
Welle der Elektrodynamik, wenn sehr viele Photonen dieselbe Wellenfunktion ha-
ben. In diesem Fall ist die Wellenfunktion selbst (etwa E und B) und nicht nur
deren Betragsquadrat eine Messgrofie. Dies gilt zum Beispiel fiir Radiowellen oder
Laserlicht.

Im Youngschen Experiment wurde natiirliches Licht verwendet. Daher zeigt
das Experiment die Interferenz der quantenmechanischen Wellenfunktion einzelner
Photonen, nicht aber die Interferenz einer klassischen elektromagnetischen Welle.
Dieser Unterschied (quantenmechanische Wellenfunktion — klassische elektroma-
gnetische Welle) betrifft die Interpretation der Funktion . Sobald man zur Intensi-
tit |y|> oder Energiedichte iibergeht, ist dieser Unterschied praktisch nicht relevant.
Insofern spielen diese Fragen fiir das Ergebnis (36.2) und seine Ableitung keine
Rolle.

Schattenbildung und Beugung

Die geradlinige Ausbreitung von Licht, insbesondere die Schattenbildung hinter
einem Hindernis, kann mit Hilfe des Huygensschen Prinzips verstanden werden.
Wir diskutieren dies qualitativ fiir einen Spalt mit einer Breite d, die grof3 gegeniiber
der Wellenlédnge A ist (Abbildung 36.2).

Von jedem Punkt der Spaltoffnung geht nach dem Huygensschen Prinzip eine
Kugelwelle aus. Die Phasenfliachen sind Kugeloberflachen mit dem jeweiligen Aus-
gangspunkt als Zentrum. Wie in Abbildung 36.2 angedeutet, haben diese Fldchen
eine Einhiillende, die etwa dem nach rechts verschobenen Spalt entspricht. Auf der
Einhiillenden interferieren die Kugelwellen benachbarter Ausgangspunkte positiv
miteinander. Dadurch hat die Welle insgesamt eine Wellenfront, die der Spaltbreite
entspricht. An anderen Stellen kommen die Kugelwellen dagegen mit verschiede-
nen Phasen an und mitteln sich weg.
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Einfallende Welle
Blende Kugelwellen
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- . _
—_— v’
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Geometrische Optik Beugung

Abbildung 36.2 Eine Welle fillt auf einen Spalt der Breite d >> A. Nach dem Huygens-
schen Prinzip geht von jedem Punkt der Spaltéffnung eine Kugelwelle aus (oben). Fiir zwei
verschiedene Radien sind die Fronten einiger dieser Kugelwellen eingezeichnet. Sie haben
eine Einhiillende, die als verstirkte Schwirzung zu erkennen ist. Am Ort der Einhiillenden
interferieren die Kugelwellen positiv, an allen anderen Stellen destruktiv. Die Einhiillende
ist ndherungsweise gleich dem nach rechts verschobenen Spalt. Dies entspricht der gerad-
linigen Lichtausbreitung (unten links), also dem Grenzfall der geometrischen Optik. Man
erkennt auch, dass die Begrenzung nicht scharf ist. Vielmehr wird der Lichtstrahl etwas ge-
beugt (unten rechts), und zwar im Winkelbereich A6 ~ L/d < 1. Bei einem Spalt von
5mm Breite und Licht im sichtbaren Bereich betrigt A0 etwa zwei Bogenminuten. Die
Abbildung illustriert den Zusammenhang zwischen der Interferenz (dem Wellencharakter)
und den anderen in diesem Kapitel diskutierten Phanomenen, also dem Schatten (Bereich
destruktiver Interferenz), der Beugung (teilweise Interferenz) und der geradlinigen Licht-
ausbreitung (Bereich positiver Interferenz).
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Dies ist eine qualitative Erkldrung der Schattenbildung hinter der Blende. Die
Erkldarung und die in Abbildung 36.2 skizzierten Wellenfronten legen nahe, dass die
Schattengrenze nicht vollig scharf ist. Tatsdchlich wird das Licht an der Spaltgrenze
um einen Winkel der GroBe A6 abgelenkt. Diese Beugung kann man so verstehen:
Der Spalt blendet ein Wellenpaket mit der Ausdehnung d (senkrecht zu k) aus.
Nach (20.46) hat der Wellenvektor dann eine Unschirfe Ak/k ~ X/d in Richtung
der Spaltbegrenzung. Dies impliziert eine Unschirfe Ak der Komponente des Wel-
lenvektors k in dieser Richtung. Daraus folgt die Winkelunschirfe A6 ~ Ak/k
oder

A
AQ ~ p (Beugung) (36.5)

Im Bereich dieses Winkels ist die Begrenzung des Lichts hinter der Blende unscharf
(Abbildung 36.2 unten rechts). Dieser Effekt wird Beugung genannt. Die Vernach-
lassigung der Beugung fiihrt zum Grenzfall der geometrischen Optik (Kapitel 38).

Die hier vorgestellte qualitative Behandlung der Beugung und Schattenbildung
kann fiir einfache Geometrien mit Hilfe des Huygensschen Prinzips quantitativ
durchgefiihrt werden. Fiir einen Rechteckspalt wird dies im folgenden Abschnitt
gezeigt.

Historisch wurde die Schattenbildung als Argument gegen die Wellentheorie
von Licht angefiihrt; sie schien viel eher verstiandlich in einem Modell, das von Teil-
chenstrahlen ausging (Newton). Die Klarung dieses Punkts mit Hilfe des Huygens-
schen Prinzips und die Beobachtung von Interferenzeffekten fiihrten zur Durch-
setzung der Wellentheorie des Lichts im 19. Jahrhundert. Durch Quanteneffek-
te (Photoeffekt, Comptoneffekt) wurde Anfang dieses Jahrhunderts deutlich, dass
Licht doch auch Teilchencharakter hat; Licht unterliegt wie Materiewellen dem
Welle-Teilchen-Dualismus.

Beugung am Spalt

In der Fraunhoferschen Niherung berechnen wir die Beugung an einer rechtecki-
gen Offnung. In der Offnungsfliche A verwenden wir die Koordinaten x :=
&, m:

AOﬁ‘nung: {5,71 : |§| <a, |'7| Sb} (366)
Fiir den Abstand D des Schirms gelte die Bedingung fiir die Fraunhofersche Nihe-
rung (35.19)

na2 TECZ2

D>»—, D>»— 36.7
> y > Iy ( )

In Abbildung 36.3 ist der Grenzfall b — oo des Spalts skizziert. Wir werten (35.19)
aus:

Y = C/ dA exp(—ikop-x) (36.8)
0

ffnung

a b
_ Cf ds/bdn exp(— i (kop - €) &) exp(— i (kop - €,) 1)
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= H

Blende Schirm

Abbildung 36.3 Licht fillt senkrecht auf einen Spalt der Breite 2a. Beobachtet wird die
Intensitédt / auf einem Schirm im Abstand D >> a. Die Intensitit (Abbildung 36.4) hat ein
dominantes Maximum in Vorwirtsrichtung.

100

/o X

Abbildung 36.4 Interferenzmuster bei der Beugung an einem Spalt. Gezeigt ist die in
(36.13) berechnete Intensitit / (X). Das Hauptmaximum liegt bei X = 0, die Nebenmaxima
beiaX =+Q2n+ 1)m/2.
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Der Vorfaktor wurde durch C = C’ exp(ikrop)/rop & const. abgekiirzt. Der Vektor
kop zeigt vom Mittelpunkt der Offnung zum Beobachtungspunkt. Es gilt

rop-e X kX
kop-e, =D IS T~ 22 (36.9)
rop roo D

und entsprechend kop - e, = kY /D; dabei sind X und Y die kartesischen Koordi-
naten des Beobachtungspunkts auf dem Schirm. Das Integral (36.8) ergibt

sin(a X) sin(8Y)

X,Y)=4 b 1
Y(X,Y) Ca X BY (36.10)
wobei L b
a
- - d = 36.11
=7 un B D ( )

Die X-Y-Abhingigkeit der Intensitit auf dem Schirm ist dann

sin®(a X) sin® BY)
O(2X2 132 Y2

(X, Y) =|y|* =1(0,0) (36.12)

Im Grenzfall b — oo (Spalt anstelle von rechteckiger Offnung) fillt die Y-Abhin-
gigkeit weg. Die Intensitét auf dem Schirm wird dann zu

I1(X)  sin*(aX) _ sin’(kaf) Beugung
100) —  o2Xx? (ka6)? am Spalt

(36.13)

Die Intensitit |7 (X)|? ist in Abbildung 36.4 gezeigt. Der Niherungsausdruck ergibt
sich fiir kleine Winkel 8 &~ X/D. Die Breite der Winkelverteilung kann durch den
Winkel A6 der ersten Nullstelle bei « X = kaX/D =  charakterisiert werden:

b A
A9 ~

N — 36.14
ka 2a ( )

Die Winkelabweichung von der geradlinigen Ausbreitung ist also von der Grofle
A/a; dies haben wir bereits in (36.5) festgestellt.

Die Breite des Hauptmaximums ist umgekehrt proportional zur Grofle des
Spalts. Diesen Zusammenhang findet man in vielen Streuexperimenten, wobei an
die Stelle der SpaltgroBe die GroBe eines streuenden Objekts treten kann. So ist
zum Beispiel der Formfaktor F in (25.27) die Fouriertransformierte der Dichte der
Streuzentren; die Breite des Hauptpeaks der Fouriertransformierten ist invers pro-
portional zur Breite der Funktion selbst.

Unter Vernachlédssigung der Beugung erhilt man geradlinige Ausbreitung des
Lichts. Die geradlinige Ausbreitung entspricht dem dominanten Maximum von
(36.13) bei & = 0. Fiir den endlichen Spalt bedeutet dies die Ausblendung der
Lichtstrahlen auf einen Bereich der Breite 2a. Fiir ein Hindernis im Lichtstrahl be-
deutet es die (geometrische) Schattenbildung.
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Aufgaben
36.1 Streuung am Strichgitter

Eine ebene Welle wird an einem

Strichgitter gestreut. Es konn-

| te sich um sichtbares Licht han-

) deln, das auf eine Glasscheibe

mit eingeritzten Strichen (senk-

recht zur Bildebene, durch di-

cke Punkte markiert) fallt. Nach

dem Huygensschen Prinzip geht

von jedem Strich eine Zylinder-
welle aus.

K/

Geben Sie die Phasendifferenz A zweier benachbarter Zylinderwellen in Abhingig-
keit vom Einfallwinkel ¢, Ausfallwinkel ¢’, vom Gitterabstand a und der Wellen-
lange A an. Zeigen Sie, dass fiir N Striche die Aufsummation der einzelnen Wellen
(skalare Ndherung) zur Intensitit

sin>(N A /2)

36.15
sin?(A/2) ( )

fiihrt. Skizzieren Sie diese Funktion in Abhingigkeit von A. Geben Sie die Bedin-
gung fiir ¢, ¢’, a, und A an, bei der es zu Hauptstreumaxima kommt.
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Zwei homogene Medien, etwa Luft und Wasser, sollen eine gemeinsame ebene
Grenzfliche haben, Abbildung 37.1. In einem Medium laufe eine ebene, elektro-
magnetische Welle auf die Grenzfliche zu. Dann wird die Welle an der Grenzflidche
teilweise reflektiert, teilweise wird sie ins andere Medium transmittiert. Dieser Vor-
gang wird auf der Grundlage der Wellenlosungen in Materie (Kapitel 33) quantitativ
untersucht. Als Ergebnis erhiilt man Winkel- und Intensitéitsbeziehungen fiir die re-
flektierte und die transmittierte Welle.

Fiir die Materialkonstanten der beiden Medien nehmen wir an:

Medium 1: pu=1, n =./¢ =reell
(37.1)
Medium?2: ' =1, n' =+¢ =n'+ir

Nach Kapitel 32 haben die meisten Materialien eine Permeabilitit 4 =~ 1. Dagegen
betrigt ¢ (w) hédufig einige Einheiten. Das Medium 1, in dem die Welle einfillt, soll
transparent sein.

Die Grenzfliche zwischen den Medien sei die x-y-Ebene (Abbildung 37.1). Im
Medium 1 falle die Welle

_kxE

E=Eqexp|itk-r—wt)], B 0

(z<0) (37.2)

ein. Diese Welle transportiert Energie in Richtung des reellen Wellenvektors k. In
Abbildung 37.1 ist der Strahl eingezeichnet, der zum Ursprung des gewihlten Ko-
ordinatensystems fiihrt.

Die makroskopischen Maxwellgleichungen implizieren Randbedingungen, die
in Kapitel 30 aufgestellt wurden. Ohne Oberflichenladungen und -stréme lauten
diese Bedingungen:

e.-D, e,-B, e, xE und e, x H sindstetigbeiz =0 (37.3)

Um diese Randbedingungen zu erfiillen, miissen aufler (37.2) weitere Felder mit
gleicher Zeitabhidngigkeit vorhanden sein. Wir machen die Ansitze

k// E//
E'=Ejexp[ik’ -r—wn], B = :7 (z < 0) (37.4)
0
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Abbildung 37.1 Ein Lichtstrahl fallt auf die Grenzfliche z = 0 zwischen zwei homogenen
Medien. Der Strahl wird teilweise reflektiert (Winkel ¢”) und teilweise transmittiert (¢’). In
der Skizze gilt n > n’; das Medium 1 konnte Glas, das Medium 2 Luft sein. Wenn man den
Einfallswinkel ¢ vergroBert, geht ¢ schlieBlich gegen /2. Wenn ¢ noch groBer ist, wird
der einfallende Strahl total reflektiert.

fiir die reflektierte Welle und

k' x E'

E/=E6 exp [i(k’-r—w[)], B = .
0

(z > 0) (37.5)

fiir die transmittierte oder gebrochene Welle. Die Realteilbildung wird in diesem
Kapitel nicht explizit angeschrieben. Die Form der Ansitze folgt aus (33.2), (33.6)
und (33.11). Nach (33.7) gilt

k2 k/2 k//Z 5 w
ﬁzﬁ:?zko, kozzzreell (37.6)
Hieraus folgt
k=nko, K'=vk' -k =n"ko, kK" =nko (37.7)

Wegen (37.1) sind k, k", k und k" reell, k" und k’ dagegen im Allgemeinen komplex.
Dabei ist k" der Betrag des Vektors k'; es wird nicht der Betrag der komplexen Zahl
genommen.

Jede der Wellen (37.2), (37.4) und (37.5) 16st die makroskopischen Maxwell-
gleichungen im jeweiligen Bereich. Wegen der Linearitit der Maxwellgleichungen
ist auch E + E” Losung fiir z < 0. An der Grenzfliche implizieren die Maxwell-
gleichungen die Randbedingungen (37.3). Wenn wir die Randbedingungen mit den
Wellen (37.2), (37.4) und (37.5) erfiillen konnen, haben wir eine Losung der Max-
wellgleichungen (im gesamten Raum) gefunden.
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Die einfallende Welle (mit dem Wellenvektor k£ und der Amplitude E() wird
durch den experimentellen Aufbau vorgegeben. Mit Hilfe der Randbedingungen
werden wir hieraus die reflektierte und die transmittierte Welle berechnen, das heif3t
wir bestimmen die GroBen k', k”, E{, und E{j als Funktion von k und Ej.

Winkelbeziehungen

Die Bedingungen (37.3) miissen an jeder Stelle der x-y-Ebene und zu jeder Zeit
t erfiillt werden. Dafiir stehen die Parameter k', k", E{, und E{j zur Verfiigung.
Da die Anzahl der Parameter endlich ist, miissen die Wellen (37.4) und (37.5) die
gleiche x-, y- und 7-Abhéngigkeit wie (37.2) haben. Deshalb wurde in (37.2), (37.4)
und (37.5) von vornherein dieselbe Frequenz o” = o' = w angesetzt. Damit die
Ortsabhiéngigkeit in der x-y-Ebene gleich ist, muss

(k . r)Z=0 = (k/ . r)Z=0 = (k” . r)z:0 (37.8)
gelten. Ausgeschrieben bedeutet dies
kxx—i-kyy:k;x—f—k/yy:kgx—kk/y/y (37.9)

Der Wellenvektor der einfallenden Welle und der Normalenvektor der Grenzflache
definieren die Einfallsebene. Dies ist zugleich die Bildebene in Abbildung 37.1.
Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass die Einfallsebene die x-z-Ebene ist.
Eine Reflexion oder Streuung aus der Einfallsebene heraus ist nicht moglich (weil
die Grenzflache symmetrisch beziiglich dieser Ebene ist). Damit liegen alle Wellen-
vektoren in dieser Ebene. Daher gilt k, = k/y = k;/ = 0, und (37.9) wird zu

ke =k, =k (37.10)
Wir definieren die Winkel ¢, ¢’ und ¢” durch
ky =k sing, ki, = k' sing/, k) = k" sing” (37.11)
Die reellen Vektoren k und k" schlieBen die Winkel ¢ und ¢” mit der z-Achse ein
(Abbildung 37.1). Dieselbe Interpretation gilt fiir ¢, falls n’ reell ist. Fiir komplexes
n’ ergibt (37.11) aber einen komplexen Wert fiir ¢’; dieser Fall wird unten diskutiert.
Reflexionsgesetz
Mit (37.11) wird k, = k! zu
k sing = k" sin¢” (37.12)
Mit k = k”, (37.7), folgt hieraus

1

0 =0 Reflexionsgesetz (37.13)

Der Einfallswinkel ist gleich dem Ausfallswinkel.
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Brechungsgesetz
Mit (37.11) wird ky = k. zu

k sing = k' sing’ (37.14)

Mitk/n = k'/n’, (37.7), folgt hieraus

sing/  n

—— = —  Brechungsgesetz (37.15)
sing — n

Das Brechungsgesetz wird auch Gesetz von Snellius genannt. Falls das Medium 2
transparent ist (n” und damit k’ reell), bestimmt das Brechungsgesetz einen reellen
Winkel ¢’ fiir die Richtung der gebrochenen Welle. Auf diesen Fall bezieht sich der
in Abbildung 37.1 eingezeichnete Winkel ¢’.

Brechungsgesetz fiir absorbierendes Medium

Das Medium 1 sei transparent (¢« = Imn = 0), das Medium 2 absorbiere Licht
(«" = Imn’ # 0). Dann ergibt sich aus (37.15) ein komplexer Winkel ¢’. Wir
diskutieren die geometrische Bedeutung dieses Winkels.
Mit n’ ist auch der Wellenvektor k" komplex. Wir schreiben diesen Vektor als
k' = k; + ik; mit reellem k| und k;. Im absorbierenden Medium ist die Welle dann
proportional zu
exp(ik’ - r) = exp(ik,-r) exp(—k; - r) (37.16)

Wegen k’y = 0 und k,, = k, = reell gilt k| || e,. Damit hiingt der Ddmpfungsfaktor
nur vom Abstand zur Grenzebene ab; die zur Grenzebene parallelen Ebenen sind
Flichen gleicher Amplitude. Die Flichen konstanter Phase sind dagegen die zu k.,
senkrechten Ebenen.

Wir werten k'* = k2 n'? explizit aus:

K% = (k+iK)" = K> —k>+2i kK cos¢' = ki (n>—x">+2inlxk") (37.17)

Wegen k! || e ist ¢’ der Winkel zwischen k| und der z-Achse. Fiir schwache Didmp-
fung, k" <« n, erhalten wir hieraus

k. ~ kon, ki/ ~ ko’ (" < np) (37.18)

Innerhalb einer Wellenlinge &dndert sich der Exponent des Dadmpfungsfaktors in
(37.16) um einen Betrag der GroBe k/A" ~ «'/n; < 1; die Welle (37.16) pflanzt
sich also iiber viele Wellenldngen hinweg fort. Dann definiert k|, = Re k" die beob-
achtbare Richtung des gebrochenen Strahls. Aus

ki-ex Rek, ki  konsing
Ko kol konl  kon!

sing’ = (37.19)

T
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erhalten wir das Brechungsgesetz

: /
51.n¢> = ﬁ/ Brechungsgesetz (k' <« n) (37.20)
sing  nl

Dies bestimmt den Winkel ¢’, den der gebrochene Strahl mit der z-Achse bildet; in
Abbildung 37.1 ist ¢’ durch ¢’ zu ersetzen.

Fiir ein stark absorbierendes Medium sind die Verhiltnisse theoretisch und ex-
perimentell komplizierter. Die theoretische Behandlung geht von der exakten Be-
ziehung (37.17) aus. Experimentell bestimmt man die optischen Konstanten des
Mediums 2 vorzugsweise aus der Reflexion.

Allgemeine Giiltigkeit des Reflexions- und Brechungsgesetzes

Die Ableitung des Reflexions- und Brechungsgesetzes benutzte nur die Wellenform
exp [i(k - r — wt)] und die Bedingung (37.8). Es wurde kein Gebrauch von den
besonderen Eigenschaften der elektromagnetischen Wellen oder von der speziel-
len Form der Randbedingungen (37.3) gemacht. Daher gelten das Brechungs- und
Reflexionsgesetz auch fiir andere Wellen.

Intensitédtsbeziehungen

Im Gegensatz zum Brechungs- und Reflexionsgesetz hingen die Intensitit und Po-
larisation der reflektierten und transmittierten Welle wesentlich vom Vektorcharak-
ter der Welle ab. Wir schreiben zunichst die Randbedingungen (37.3) der Reihe
nach an, wobei wir 4 = u’ = 1 beriicksichtigen:

(¢ (Eo+ Ep) —¢' Ej)-e. = 0 (37.21)

(kx Eg+ k" x Ef—k' x Ey)-e; = 0 (37.22)
(Eo+ Ej—Ej)xe, = 0 (37.23)
(kxEo+k' x Efg—k' x Ej)) xe, = 0 (37.24)

Der Polarisationsvektor E der einfallenden Welle kann in die Bestandteile parallel
und senkrecht zur Einfallsebene aufgeteilt werden:

Ey=Eo + EoL (relativ zur Einfallsebene) (37.25)

Die Grenzfliche ist symmetrisch unter einer Spiegelung an der Einfallsebene. Bei
der Reflexion oder Brechung kann der Feldvektor daher weder aus der Einfallsebene
hinausgedreht werden, noch kann seine Orthogonalitit zu dieser Ebene gedndert
werden. Daher kénnen die beiden Anteile getrennt behandelt werden.
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Wir beschrinken uns im Folgenden auf den Fall Ey = Eg; der andere Fall
Ey = Eo, wird in Aufgabe 37.3 behandelt. Im betrachteten Fall gilt

E0~ey = EE)‘ey = 8'837 =0 (fiir Eg = Eo)) (37.26)
Hierdurch und durch
Eo-k:Eg-k’zEg-k”:O (37.27)

sind die Vektoren Eq, E(, und E| festgelegt. Diese Vektoren sind in Abbildung 37.1
eingezeichnet; die Abbildung (nicht aber die folgende Rechnung) setzt ein reelles
n’ voraus.

Wir werten die Randbedingungen (37.21)—(37.24) mit (37.26, 37.27) aus. Die
Bedingung (37.22) ist trivial erfiillt, weil alle k- und E-Vektoren in der Einfalls-
ebene liegen; die Kreuzprodukte sind dann parallel zu e,. In den verbleibenden
Bedingungen (37.21), (37.23) und (37.24) verwenden wir ¢ = n’, ¢’ = n'?, k" =k,
k' = kn'/n, die in (37.11) definierten Winkel und ¢” = ¢:

n* (Eo + Ef) sing —n'* Ej sing’ = 0 (37.28)
(Eo— Ej) cosp — Ej cosg’ = 0 (37.29)
n(Eo+Ej) —nEy = 0 (37.30)

Die Amplituden Ey = \/E>§, E{ und E sind im Allgemeinen komplex. Wegen
(37.15) ist (37.28) dquivalent zu (37.30). Es geniigt daher, die beiden Gleichungen
(37.29) und (37.30) zu betrachten.

Die GroBen Eq und ¢ sind durch die einfallende Welle bestimmt; iiber das Bre-
chungsgesetz liegt auch ¢’ fest. Dann stellen (37.29) und (37.30) zwei Gleichungen
zur Bestimmung der beiden Unbekannten E(, und E dar. Mit diesen beiden Glei-
chungen sind alle Randbedingungen (37.3) erfiillt, so dass (37.2), (37.4) und (37.5)
die Maxwellgleichungen im gesamten Raum I6sen. Die Auflosung von (37.29) und
(37.30) nach E, und E( ergibt die Fresnelschen Formeln:

(Eé) . 2nn'cos @

Ey ), o cos@ +n+/n'? —n2sin’ ¢

(E(,’) B n'? cosp —n+/n'> — n? sin® ¢
I a2 cos @ +n+/n'? —n?sin’ ¢

Der Index || bezeichnet die hier untersuchte Polarisation Eg = Ej).

Die Intensititen der einfallenden und der reflektierten Welle sind proportional
zu |Eo|? und zu |Eg . Da es sich um dasselbe Medium handelt, sind die Proportio-
nalitdtskoeffizienten gleich. Damit ist

(37.31)

72
R(p) = |2

Z (Reflexionskoeffizient) (37.32)
0
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der Bruchteil der reflektierten Intensitét. Da direkt an der Grenzfliche keine Inten-
sitdt verloren geht, gilt fiir den Bruchteil der transmittierten Intensitit 7 = 1 — R.
Im Allgemeinen sind diese Koeffizienten als Verhéltnisse von Energiestromdichten
(29.32) zu berechnen. Dabei sind die zeitlich gemittelten Komponenten senkrecht
zur Grenzfliche relevant, also R = (S7)/(S;) und T = (S.)/(S;). Bei der Aus-
wertung dieser Ausdriicke sind die unterschiedlichen optischen Konstanten in den
beiden Medien zu beachten.

Die Abbildungen 37.2 und 37.3 zeigen die Winkelabhingigkeiten von R)(¢),
(37.32) mit (37.31), und R (@), (37.32) mit (37.41), mit reellem n und n’.

Speziell fiir senkrechten Einfall (¢ = 0) gilt Rj(0) = R, (0) = R(0). Mit
(37.31) erhalten wir:

2 2

4

R(0) = E—‘;

n—n

n+n

B (n;—n)2—l—/c’2
- (nl’,—f—n)z—f—lc’2

(37.33)

Fiir die Grenzflache zwischen Luft (n ~ 1) und Glas (n, ~ 1.5 und k" ~ 0) ergibt
sich R(0) = 4% unabhiingig davon, in welchem Medium das Licht einféllt.

Sichtbares Licht falle senkrecht auf eine ebene Metall- oder Wasseroberflidche.
Das Medium 1 sei Luft mit » &~ 1. Dann erhalten wir

Wasser: n

"'~ 133, k¥ «n. — R(0)=~0.02
! ' © (37.34)

Metall: n' ~ik' — RO)~1

Wegen T = 1 — R &~ 1 kann man durch eine ruhige Wasseroberfldche senkrecht
hindurchsehen. Nach Abbildung 37.2 gilt dies auch fiir nicht zu flache Winkel; dabei
sind allerdings die unterschiedlichen Intensititen des reflektierten (Himmel) und
des gebrochenen (Seegrund) Lichts zu beriicksichtigen. Eine Metalloberflache kann
wegen R ~ 1 als Spiegel dienen; da sich wegen n’ ~ ik’ im Metall keine Welle
ausbreitet, gilt R & 1 fiir beliebige Einfallswinkel.

Als Beispiel fiir die Frequenzabhingigkeit des Reflexionskoeffizienten R (¢, w)
betrachten wir den senkrechten Einfall von Licht auf eine Metalloberfliche. Dazu
setzen wir die Brechungsindizes n’ aus (34.22) und n ~ 1 fiir Luft in (37.33) ein:

1 (0 < wp/ /%)

2 2
_ E;,/Sowijwz} 0 > anf /5 (37.35)
Vo — wp/w

Die resultierende Frequenzabhingigkeit des Reflexionskoeffizienten ist in Abbil-
dung 34.6 rechts dargestellt (fiir &,(w) = 1). Im Lorentzmodell wie auch in realen
Materialien hat £,(w) bei @ ~ wp/ /€, einen kleinen Imaginirteil. Dadurch wird
der abrupte Ubergang vom reflexiven zum transparenten Verhalten (in Abbildung
34.6 bei wp) etwas geglittet oder ausgeschmiert.

n—n

n+n

RO, w) = ‘
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Reflexionskoeffizient fiir n < n’
1+
0 —T i
0 (2 /2 ®

Abbildung 37.2 Die Reflexionskoeffizienten R und R, in Abhingigkeit vom Einfalls-
winkel ¢ fiir n’/n = 1.5. Bei steilem Einfall (¢ ~ 0) ist die Reflexion klein (man kann
durch die Oberfliche auf den Grund eines Sees sehen), bei streifendem Einfall (p — 7/2)
ist die Reflexion grof} (die gegeniiber liegenden Berge spiegeln sich im See). Beim Brewster-
Winkel ¢p = arctan(n’/n) ~ 57° verschwindet R|; der reflektierte Strahl ist daher linear
polarisiert.

Reflexionskoeffizient fiir n > n’
14
R/ |R|
0 T I
0 PR /2 ®

Abbildung 37.3 Die Reflexionskoeffizienten R und R, in Abhéngigkeit vom Einfalls-
winkel ¢ fiir n/n’ = 1.5. Der Bereich ¢ = 0. .. ¢ ergibt ¢’ = 0. .. 7/2 fiir den gebroche-
nen Strahl. Im Kegel ¢ < ¢ iiberblickt ein Taucher daher das Geschehen auflerhalb des
Sees (,,Froschperspektive®). Fiir ¢ > ¢ tritt Totalreflexion (TR) ein; der Taucher sieht den
gespiegelten Seegrund.
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In unserer Rechnung war die Grenzflache zwischen den beiden Medien die ma-
thematische Ebene z = 0. Eine physikalische Grenzflache hat dagegen eine end-
liche Dicke d; fiir sehr glatte Oberfldchen (polierter Metallspiegel) ist eine Dicke
d von wenigen Angstrém moglich (zum Vergleich Ao, sichtbar =~ 4...7.5 - 103 A).
Die Vernachlissigung der endlichen Dicke der Grenzschicht ist fiir A = Ag/n; > d
gerechtfertigt. Fiir A < d miisste die Lichtausbreitung in der Grenzschicht selbst
untersucht werden; dies kann im Rahmen der geometrischen Optik (Kapitel 38) ge-
schehen. Fiir A ~ d ist die Wellen- und Vektornatur des Lichts wichtig; es kon-
nen zum Beispiel Interferenzen auftreten. So kann eine zusitzliche Schicht mit
d ~ X, die an der Grenzfliche aufgebracht wird, die Reflexion wesentlich beein-
flussen (Entspiegelung von Brillenglas mit d = A /4).

Brewster-Winkel

Wie die Abbildungen 37.2 und 37.3 zeigen, gibt es bei paralleler Polarisation einen
Winkel, bei dem die Reflexion verschwindet (n und n’ seien reell). Aus (37.31) und
E{/Ey = 0 folgt

n/

@p = arctan — (37.36)
n

Dieser Brewster-Winkel existiert sowohl fiir n > n’ wie fiir n < n’. Fiir den
Brewster-Winkel gilt (siehe auch Aufgabe 37.4)

T
o +¢ = 5 (37.37)

Dies bedeutet, dass der reflektierte Strahl (mit ¢” = ¢g) und der gebrochene Strahl
(mit ¢’) einen rechten Winkel bilden. Die induzierten elektrischen Dipole in der
Grenzflache schwingen senkrecht zur Richtung des gebrochenen Strahls (und par-
allel zur Bildebene in Abbildung 37.1). Fiir den reflektierten Strahl wire dann der
elektrische Feldvektor parallel zum Wellenvektor. Dies ist aber fiir eine transversale
Welle nicht moglich.

Eine nicht polarisierte Welle kann als Linearkombination (37.25) der beiden
Polarisationsrichtungen dargestellt werden. Wenn die Welle unter dem Winkel ¢g
einfillt, dann verschwindet die Amplitude E g”; die reflektierte Welle ist also li-
near polarisiert. Allerdings hat der reflektierte (polarisierte) Strahl nur eine gerin-
ge Intensitit, zum Beispiel R} (pg) ~ 15% in Abbildung 37.2. Um polarisiertes
Licht zu erzeugen, nutzt man daher eher die teilweise Polarisation des transmittier-
ten Strahls aus und verwendet dann mehrere Grenzflichen hintereinander.

Aus (37.31) folgt, dass das Verhiltnis (E(’)’ /Eo)) bei ¢p sein Vorzeichen édndert.
Dies bedeutet einen abrupten Phasensprung von 180° der reflektierten Welle. Eine
endliche Dampfung glittet diesen Sprung.
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Doppelbrechung

Die Polarisierbarkeit eines Festkorpers kann von der Richtung des elektrischen
Felds (relativ zu den Kristallachsen) abhingen. Fiir die beiden Polarisations-
richtungen, Eo| und E |, ergeben sich dann unterschiedliche Werte fiir den Bre-
chungsindex und damit auch verschiedene Brechungswinkel. Ein nicht-polarisierter
einfallender Lichtstrahl wird in zwei Strahlen gebrochen (Doppelbrechung), die ei-
ne zueinander senkrechte, lineare Polarisation haben. Dies ist ein einfaches und
effizientes Verfahren zur Herstellung von polarisiertem Licht.

Totalreflexion

Wir betrachten zwei transparente (n, n’ reell) Medien mit n > n’. Aus dem Bre-
chungsgesetz folgt

/ /

sing = — sing’ < — <1 (37.38)
n n

Daraus folgt eine Einschrinkung fiir den Einfallswinkel:

/

¢ < @ = arcsin n (n>n) (37.39)
n

Wenn sich der Einfallswinkel ¢ dem Winkel ¢, nihert, geht der Winkel ¢’ des
gebrochenen Strahls gegen den maximal moglichen Wert von 90°, siehe auch Ab-
bildung 37.1. Fiir grofere Einfallswinkel wird der einfallende Strahl vollstindig
reflektiert, Abbildung 37.3. Im Ausdruck von E(/)/ /Eo in (37.31) wird die Wurzel
rein imaginar. Damit gilt | E{// Eq| = 1 und

R=1 firgp> @y (37.40)

Anwendungen der Totalreflexion sind:

e Schickt man Licht in einen diinnen, langen Glaszylinder (Glasfaser) unter
einem flachen Winkel zur Zylinderachse, so wird es immer wieder an der
Grenzflache (zu Luft) total reflektiert. Damit wird die Glasfaser zu einem
Lichtleiter.

o Fiir Rontgenlicht gibt es keine gewohnlichen Linsen. Im Satellit Rosat, der
Bilder im Rontgenbereich aufnimmt, beruht das Abbildungssystem auf der
Totalreflexion. Fiir Rontgenlicht ist der Brechungsindex von Metall gering-
fiigig kleiner als 1 (fiir hohe Frequenzen gilt (34.21) mit &, ~ 1, also
n?> = ¢ = 1 — w?/w* < 1). Daher werden Rontgenstrahlen bei streifen-
dem Einfall (im Vakuum) an einer Metalloberfliche total reflektiert. Durch
eine geeignete Anordnung parabolisch geformter Metallflichen kann dann
eine Fokussierung des einfallenden Rontgenstrahls erreicht werden.
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Aufgaben
37.1 Komplexer Brechungsindex

Zwei Medien sind durch eine ebene Grenzfliche getrennt (Abbildung in Aufgabe
37.3) Es soll die Brechung fiir einen reellen Brechungsindex n und fiir ein komple-
xes n' = n, + ik’ mit k" < n] betrachtet werden. Bestimmen Sie den komplexen
Winkel ¢, der sich aus dem Brechungsgesetz ergibt. Setzen Sie dazu ¢’ = ¢’ +i¢”
an, und berechnen Sie die reellen Winkel ¢’ und ¢”.

37.2 Totalreflexion

Fiir zwei transparente Medien (n, n’ reell, Abbildung in Aufgabe 37.3) mitn > n’
folgt aus dem Brechungsgesetz

@ < @n = arcsin (n'/n) (n>n')

Zeigen Sie, dass fiir ¢ > ¢y, die z-Komponente des transmittierten Wellenvektors
k' rein imaginir ist. Was bedeutet das fiir die Welle im Medium 2?

37.3 Fresnelsche Formeln fiir polarisiertes Licht

Zur Berechnung der Intensitétsbezie-
hungen (Fresnelsche Formeln) bei der
Brechung und Reflexion zerlegt man
die elektrische Feldamplitude in die
zur Bildebene parallelen und senk-
rechten Anteile:

Ey=Eo + EoL

Fiir den hier betrachteten senkrech-
ten Fall sind die elektrischen Feld-
vektoren durch kleine Kreise mit zen-
tralem Punkt angedeutet.

Leiten Sie die Fresnelschen Formeln

E; 2n cos E! ncosg —n' cos ¢’
Zo) _ L Zo) - ¢ Y (37.41)
Ey/, ncosg+n'cosg’ Eo/, ncosg+n'cosg

ab. Mit n’ cos¢’ = +/n’2 —n? sin”> ¢ konnen sie auch allein durch den Einfalls-
winkel ausgedriickt werden.
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37.4 Alternative Form der Fresnelschen Formeln

Wir betrachten weiter die in der Abbildung von Aufgabe 37.3 skizzierte Brechung
und Reflexion. Zeigen Sie, dass sich die Fresnelschen Formeln auch in der folgen-
den Form schreiben lassen:

<E6> B 2cos g sing’ (E(/)/) _ tan(p — ¢

Eo), — sin(p+¢') cos(p — @)’ Eo)y — tan(p+¢)

<E(’)> _ 2cosgsing’ <E6’> _ sin(p — ¢)
EJ, sinlp+¢)’ EoJ, — sin(p+¢)

Was ergibt sich fiir den Brewster-Winkel tangg = n’/n im Fall paralleler Polari-
sation?

37.5 Regenbogen

Ein Regenbogen entsteht durch Brechung
und Reflexion von Sonnenstrahlen an Was-
sertropfen. Es werden Strahlenginge be-
trachtet, bei denen es zu keiner Reflexi-
on (links) kommt, oder zu einer oder zwei
Reflexionen (unten). Die einmalige Refle-
xion liegt beim Hauptbogen vor, der ers-
te Nebenbogen entsteht durch zweimalige
Reflexion.

0 Reflexionen

456

Ao

Das Sonnenlicht (S) kommt von links und trifft mit allen moglichen Einfallswinkeln
o auf die Tropfenoberflache. Relativ zur Einfallsrichtung (Horizontale) wird der
Strahl schlielich unter dem Winkel y beobachtet. Zu einer deutlichen Verstiarkung
kommt es, wenn ein (kleines) a-Intervall zum selben Beobachtungswinkel y =
y (a) beitrdgt; aus der Bedingung hierfiir dy /da = 0 folgt der Winkel yex¢. Der
Regenbogen erscheint dann als Kreis, der unter dem Winkel yex relativ zur Achse
Sonne-Beobachter-Kreismittelpunkt zu sehen ist.

Der Brechungsindex von Luft ist n” ~ 1, der von Wasser liegt bei n ~ 1.33.
Wegen der etwas unterschiedlichen Fregenzabhingigkeit n = n(w) sind die Winkel
Yextr fr verschiedene Farben leicht unterschiedlich.




Kapitel 37 Reflexion und Brechung 351

Bestimmen Sie die Beobachtungswinkel yex fiir den Haupt- (1 Reflexion) und
den ersten Nebenregenbogen (2 Reflexionen). Wie ist die Farbfolge in den beiden
Regenbogen, wenn die Brechungsindizes fiir rotes und violettes Licht nyo = 1.331
und nyjlerr = 1.334 betragen? Welcher der beiden Regenbogen erscheint breiter?

Untersuchen Sie das Intensitédtsverhéltnis von Haupt- und Nebenregenbogen mit
Hilfe der Fresnelschen Formeln. Es geniigt, das senkrecht zur Einfallsebene polari-
sierte Licht zu betrachten.

37.6 Alternative Herleitung des Brechungsgesetzes

| Es wird die Brechung an der Grenzflache
| zweier transparenter Medien (Brechungs-
indizes n und n’) betrachtet. Eine einfal-
lende ebene Welle (Frequenz w) hat an
den Punkten A und B dieselbe Phase. Da-
mit dies auch fiir A’ und B’ gilt, muss die
|(p/ Phasendifferenz auf den Wegen £ und ¢’

gleich sein. Was folgt daraus fiir die Be-
| ziehung zwischen den Winkeln ¢ und ¢’ ?
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Geometrische Optik oder auch Strahlenoptik bezeichnet den Grenzfall, in dem die
Wellennatur des Lichts keine Rolle spielt. Wir stellen die Grundlagen der geome-
trischen Optik zusammen. Die Verallgemeinerung des Brechungsgesetzes auf inho-
mogene Medien fiihrt zur Eikonalgleichung.

Grundlagen
Im Grenzfall kurzer Wellenldngen
A—>0 (geometrische Optik) (38.1)

konnen Beugungs- und Interferenzeffekte vernachlissigt werden. Dabei soll A — 0
bedeuten, dass die Wellenlidnge klein gegeniiber den relevanten Abmessungen des
Versuchsaufbaus ist. Nach Abbildung 36.2 und 36.4 wird an einem Spalt der Brei-
te d ein Lichtstrahl um einen Winkel der GroBle A0 ~ A/d aufgefichert (Beu-
gung). Ein ausgeprigtes Interferenzmuster ergibt sich im Doppelspaltexperiment
(Abbildung 36.1), falls der Spaltabstand vergleichbar mit der Wellenlénge ist. Die-
se Beugungs- und Interferenzeffekte verschwinden im Grenzfall (38.1).

Ebenso wie in der Kirchhoffschen Theorie (Kapitel 35) vernachldssigen wir
Polarisationseffekte, also Effekte, die sich aus der Vektoreigenschaft des elektro-
magnetischen Felds ergeben. Wir betrachten daher nur ein skalares Wellenfeld
Y(r,t) = Rey(r)exp(—iwt). Dieses Feld steht stellvertretend fiir die Kompo-
nenten von E und B. Die Wellengleichungen (33.5) werden durch

(A+K) @) =0 (38.2)

ersetzt, wobei »
k=—n=kon (38.3)

C

Wir beschrinken uns in diesem Kapitel auf einen reellen Brechungsindex n.
Die Vereinfachungen (38.1) und (38.2) sind die Grundlage der geometrischen
Optik. Die wesentlichen Eigenschaften der Strahlausbreitung in der geometrischen
Optik sind:
1. Geradlinige Ausbreitung im homogenen Medium.
2. Reflexions- und Brechungsgesetz.
3. Superponierbarkeit von Strahlen. (384)

4. Umkehrbarkeit des Strahlengangs.
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Elektromagnetische Wellen haben diese Eigenschaften, sofern man Beugungs-,
Interferenz- und Polarisationseffekte vernachléssigt. Diese Eigenschaften sind ins-
besondere kompatibel mit der Wellennatur des Lichts; dies wird im Folgenden deut-
lich werden.

Unter Strahlen versteht man allgemein einen kontinuierlichen, gerichteten Ma-
terie- oder Energiestrom. Wir betrachten zunichst geradlinige Strahlen. Uber den
Zwischenschritt eines mehrfach gebrochenen Strahls (Abbildung 38.3) lassen wir
schlieBlich auch Strahlkurven zu. Im Gegensatz dazu versteht man in der Mathema-
tik unter einem Strahl eine einseitig begrenzte Gerade mit einer Richtung.

Wir erldutern zunédchst die Kompatibilitit der Eigenschaften (38.4) mit der Wel-
lenbeschreibung des Lichts. Dazu ordnen wir den Wellen Strahlen zu. Eine mogli-
che Losung von (38.2) ist die ebene Welle

Yy(r) = C exp(ik - r) (38.5)

Die Welle (38.5) transportiert an jeder Stelle Energie in Richtung von k. Dies be-
deutet, dass sich das Licht lings gerader, paralleler Strahlen ausbreitet.
Von einer punktférmigen Quelle geht eine Kugelwelle aus:

exp(ikr

vy = ¢ XPUkD) (38.6)
r

Dies konnte zum Beispiel eine Komponente des Strahlungsfelds (24.21) eines os-
zillierenden Dipols sein. Ein Strahlungsfeld ist immer proportional zu 1/r; denn
nur dann ist die durch eine Kugeloberfliche 47r? gehende Strahlungsleistung
(o< 4mr?|¥|?) unabhingig von r. Die Kugelwelle kann lokal durch eine ebene
Welle angenidhert werden. Dazu setzen wir r = ro + r’ und entwickeln fiir kleine
r'

exp(ikr)  exp(ik|ro+r'|) _ exp(ikro)

r N |ro + 1| ro

exp(ik - r') (r" < ro) (38.7)

Dabei ist k = kro/ro. In der Nihe von r ist dies eine ebene Welle exp(ik - r’)
mit der Amplitude exp(ikrg)/ro. Der Energietransport erfolgt an der Stelle r¢ in
Richtung von k = krg/ro, also lings gerader Strahlen nach aufien (Abbildung
38.1).

Kombiniert man die sternformige Ausbreitung der Welle einer Punktquelle (Ab-
bildung 38.1 rechts) mit dem Brechungsgesetz, so kann man daraus die Abbildungs-
eigenschaft durch eine Linse verstehen (Abbildung 38.2). Das von Q in einen end-
lichen Raumwinkel abgestrahlte Licht wird durch die Linse in einem Punkt B ge-
biindelt. Dadurch wird Q nach B abgebildet; eine Fotoplatte erfihrt an der Stelle
von B eine Schwirzung, die proportional zu der von Q ausgehenden Strahlung ist.
Diese Konstruktion und ihre Verallgemeinerungen fithren zur Kamera, zum Fern-
rohr oder zum Mikroskop. Grundlage der Beschreibung ist in allen diesen Féllen
die geradlinige Ausbreitung im homogenen Medium und das Brechungsgesetz an
Grenzflachen. Die eigentlichen Welleneffekte (Beugung, Interferenz, Polarisation)
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Ebene Welle Kugelwelle

Lokale
Niherung

Abbildung 38.1 Einer ebenen Welle (links) und einer Kugelwelle (rechts) konnen gerad-
linige (Licht-) Strahlen zugeordnet werden. Die Kugelwelle kann lokal durch eine ebene
Welle angenihert werden. Die Strahlrichtung steht senkrecht auf den Flichen gleicher Pha-
se. Diese Flidchen sind links Ebenen (als senkrechte Linien gezeigt) und rechts Kugeln (als
Kreise gezeigt).

Abbildung 38.2 Eine Linse (dick eingezeichnet) sammelt das von der Punktquelle Q aus-
gehende Licht in einem Bildpunkt B. Gezeigt sind die geradlinigen Lichtstrahlen und die
kugelformigen Fldchen gleicher Phase. An der Linsenoberfldche bestimmt das Brechungs-
gesetz den Strahlverlauf. In der Regel geniigt die geometrische Optik auch fiir die Berech-
nung von optischen Instrumenten wie Kamera, Mikroskop oder Fernrohr.
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werden nicht beriicksichtigt; sie spielen fiir diese alltdglichen optischen Gerite auch
meist keine Rolle. Die Absorption und die Dispersion (Kapitel 34) sind allerdings
nicht ohne weiteres zu vernachldssigen. So impliziert etwa die Frequenzabhéngig-
keit des Brechungsindex, dass verschiedene, von Q ausgehende Farbstrahlen unter-
schiedliche Bildpunkte ergeben; in einer Kamera fiihrt dies zu Abbildungsfehlern.

Wir fassen die Uberlegungen zusammen, die die Kompatibilitit der elektro-
magnetischen Wellen mit den vier Eigenschaften (38.4) der geometrischen Optik
belegen:

1. Den Wellen kénnen geradlinige Strahlen zugeordnet werden, (38.7) und Ab-
bildung 38.1. Eventuelle Beugungseffekte verschwinden im Grenzfall (38.1).

2. Das Reflexionsgesetz und das Brechungsgesetz wurden im vorigen Kapitel
auf der Grundlage der Wellenbeschreibung abgeleitet. Diese Gesetze bestim-
men die Fortsetzung von Lichtstrahlen an Grenzflachen.

3. Die Superposition von Wellen folgt aus der Linearitit der Maxwellgleichun-
gen. Im Grenzfall (38.1) sind Interferenzen unwesentlich, so dass die Super-
position der Wellen die der Intensitdten nach sich zieht. Dies bedeutet dann
die Superponierbarkeit der Strahlen.

4. Wenn man in (38.5) k durch —k ersetzt, erhilt man wieder eine Losung der
Wellengleichung (38.2). Dies gilt auch fiir ein beliebiges Strahlungsfeld, weil
es als Uberlagerung von ebenen Wellen (38.5) dargestellt werden kann. In
der neuen Losung ist die Richtung der Energiestromdichte an jeder Stelle
umgekehrt. Also ist der Strahlengang umkehrbar.

Eikonalgleichung

Wir verallgemeinern die geometrische Optik (38.4) auf inhomogene Medien. Die-
se Verallgemeinerung betrifft insbesondere das Brechungsgesetz. Dazu betrachten
wir zunéchst in Abbildung 38.3 eine Anordnung paralleler Schichten mit den Bre-
chungsindizes ng, ny, ny, .... Mit dem Brechungsgesetz konnen wir den mehrfach
gebrochenen Strahl leicht konstruieren. Wenn die Schichtdicke gegen null geht, er-
halten wir einen ortsabhiingigen Brechungsindex

n = n(r) = reell (38.8)

Zugleich wird der mehrfach gebrochene Strahl zu einer Kurve. Fiir diese Kurven,
also fiir den Strahlengang im inhomogenen Medium, leiten wir eine Gleichung ab.
Dabei beschrinken wir uns auf transparente Medien, also auf reelle Funktionen
n(r).

Die Voraussetzung (38.1) impliziert, dass sich der Brechungsindex im Bereich
einer Wellenlidnge nur wenig dndern darf:

A |gradn(r)| < n (38.9)
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Lichtstrahl
no \\
n
n \
n \
ny \

ns \

Abbildung 38.3 Fiir homogene, parallele Schichten ergibt sich der gesuchte Strahlenver-
lauf aus der mehrfachen Anwendung des Brechungsgesetzes; fiir die Skizze gilt ny < n; <
ny . ... Im Grenzfall diinner Schichtdicke folgt daraus der Strahlenverlauf fiir einen konti-
nuierlichen Brechungsindex n(r). Ein Demonstrationsexperiment hierzu ist in Abbildung
38.5 dargestellt. Die Strahlkurve geniigt der Eikonalgleichung der geometrischen Optik.

Neben langsamen Anderungen von 7(r) sind noch Unstetigkeiten an Grenzflichen
zugelassen. An diesen Stellen ist (38.9) nicht erfiillt; der Knick im Strahlenverlauf
folgt hier direkt aus dem Brechungsgesetz.

Bei der Ableitung der Wellengleichungen (33.5) aus den Maxwellgleichungen
wurden die Materialgrolen ¢ und w vor die Ortsableitungen gezogen, zum Bei-
spiel div(¢ E) = ¢ div E. Dazu wurde angenommen, dass diese Materialgroen
nicht vom Ort abhiingen (n = const.). Fiir ortsabhiingige Materialparameter gilt
div (e E) =~ ¢ div E, wenn die Verinderlichkeit der Materialparameter viel schwi-
cher als die der Felder ist. Da die Felder auf der Skala einer Wellenlidnge variie-
ren, ist (38.9) Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Ndherung. Mit dieser Nihe-
rung erhalten wir die Wellengleichung (38.5) oder (38.2) mit einem ortsabhingigen
Brechungsindex n(r):

[A+k@)? ]y =0 mit k() =kon(r) (38.10)

Diese Gleichung ist der Ausgangspunkt der folgenden Untersuchung. Ein zunéchst
noch allgemeiner Losungsansatz ist

Y (r) = A(r) exp (iko S(r)) (38.11)

Die Amplitude A(r) und die Phase S(r) sind reelle Funktionen; die Phase S(r)
heif3t hier auch Eikonal. Fiir n = const. ist die ebene Welle (38.5) Losung. Hierfiir
gilt A = const. und § = k - r/ko oder grad S = k/ky = const. Wenn sich nun
n(r) langsam verdndert, werden die konstanten Gréen zu schwach veridnderlichen
GroBen:

A(r) und grad S(r) sind schwach veridnderlich (38.12)
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Als Ungleichungen konnen diese Bedingungen wie (38.9) formuliert werden. Zur
Auswertung der Wellengleichung berechnen wir

32y > (35 925 2 9AdS
T - _k - ik -t - — — 38.13
ox2 Ow(ax>+lw(ax2+Aaxax>+ (38.19)

Der erste Term auf der rechten Seite ist der fiihrende; er erfiillt die Wellengleichung
fiir n = const. mit grad S = const. Der nédchste Term ist klein, denn er enthélt
jeweils die erste Ableitung einer der schwach verdnderlichen Gréen (38.12). Der
dritte, nicht mehr gezeigte Term enthélt zweite Ableitungen der langsam verédnder-
lichen GroBen; er wird gegeniiber dem zweiten Term vernachléssigt.

Wir setzen (38.13) und die entsprechenden Ableitungen nach y und z in (38.10)
ein:

2
0=(A+i2) ¥ %kozg[/(—(gradS)z-i—nz)-i-ikod/(AS+Z gradA-gradS)

(38.14)

Hieraus folgen zwei Gleichungen:
(grad S(r))* =n(r)>  Eikonalgleichung (38.15)
2 grad (ln A(r)) -grad S(r) = —AS(r) (38.16)

Die Eikonalgleichung bestimmt die Phase S(r) der Losung (38.11). Bei bekannter
Phase ist (38.16) dann eine Gleichung fiir die Amplitude A (r).

Um den Zusammenhang des Strahlenverlaufs mit S(r) zu sehen, entwickeln wir
(38.11) analog zu (38.7) an einer Stelle rq:

Y(r) = Y(ro+r") ~ Ag exp [iko(grad S(ro)) - r'] (38.17)

Dabei ist Ag = A(rg) expliko S(ro)]. Die Funktion (38.17) hat die Form einer
ebenen Welle mit dem Wellenvektor k = ko grad S. Das Phasenfeld S(r) legt die
Strahlrichtung, die Phasenflichen und die optischen Wege fest:

Strahlrichtung bei rg: grad S(r)
Phasenflachen: S(r) = const. (38.18)
Optischer Weg: 88 = S(rp:) — S(rp)

Die Strahlen sind Kurven, fiir die grad S an jedem Punkt Tangente ist. Sie sind an
jeder Stelle senkrecht zu den Phasenfldchen S = const., also den Fldchen gleicher
Phase. Der optische Weg zwischen zwei Punkten P und P’ spielt beim Fermatschen
Prinzip (Aufgaben 38.1 und 38.2) eine Rolle.

Wir geben zwei einfache Losungen der Eikonalgleichung fiir n = const. an. Fiir

S=n(e-r) mit |e]=1 (38.19)
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Abbildung 38.4 In einer Zuckerlosung
nimmt die Konzentration und damit der
Brechungsindex mit der Hohe ab. Dies
filhrt zu dem skizzierten Strahlverlauf.
Am Boden des Gefil3es werde der Strahl
reflektiert.

ist grad S = n e und (grad S)> = n?. Die Strahlrichtung grad S = n e = const. ist
iiberall gleich; die Strahlen sind also Geraden. Die Flichen S = const. sind Ebenen,
die senkrecht zu e stehen. Aus (38.16) und AS = 0 folgt A = const. Damit wird
(38.11) zu einer ebenen Welle.

Eine andere Losung fiir n = const. ergibt sich aus

S=n/x24+y2+22 =n|r| (38.20)

Hieraus folgt
gradS =n r (38.21)
r

und (grad §)?> = n?. Die Strahlen gehen von = 0 radial in alle Richtungen. Dies
entspricht einer Punktquelle bei r = 0. Aus (38.16) folgt A = const./r. Damit wird
(38.11) zu einer auslaufenden Kugelwelle.

Brechung des Sonnenlichts

Eine Anwendung der Eikonalgleichung ist die Berechnung des Strahlenverlaufs der
untergehenden Sonne. Die Dichte der Atmosphidre nimmt mit der Hohe ab, dies
gilt dann auch fiir den Brechungsindex. Schrig einfallende Sonnenstrahlen werden
daher zur Erdoberflache hin gebrochen. Man erhélt einen Strahlenverlauf dhnlich
wie in Abbildung 38.3, allerdings mit viel kleinerer Kriimmung der Strahlkurve.
Bei gegebenem n(r) kann der Strahlenverlauf aus der Eikonalgleichung berechnet
werden.

Die Abweichung vom geradlinigen Verlauf fiihrt zu folgendem Effekt: Man
kann die Sonne noch etwa fiinf Minuten sehen, nachdem sie eigentlich schon unter-
gegangen ist. ,,Untergegangen‘ heif3t hier, dass eine gerade Linie vom Beobachter
zur Sonne durch die Erde geht; bei geradliniger Lichtausbreitung wire die Sonne
also bereits unsichtbar.

Im Labor kann dieser Effekt sehr einfach in einer Zuckerlosung demonstriert
werden (Abbildung 38.4). Ein Rechenbeispiel dazu ist die Aufgabe 38.2.
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Abbildung 38.5 Die Schattenbildung
an einer Blende kann in der geometri-
schen Optik verstanden werden. Zum
einen ergibt die Eikonalgleichung fiir
konstanten Brechungsindex einen ge-
radlinigen Strahlenverlauf. Zum ande-
ren lédsst (38.16) zu, dass die Amplitu-
de A senkrecht zur Strahlrichtung un-
stetig ist. Eine solche Unstetigkeit tritt
bei dem Strahl auf, der die Blendenbe-
Blende grenzung gerade streift.

Schatten

Die Gleichung (38.16) enthélt das Skalarprodukt grad A - grad S. Hierdurch wird
die Anderung von A in Strahlrichtung (grad S) festgelegt; iiber das Verhalten von
A senkrecht dazu macht (38.16) keine Aussage. Senkrecht zur Strahlrichtung kann
A daher auch unstetig sein. Dies ist fiir die Beschreibung des Schattens in der geo-
metrischen Optik wichtig. In Abbildung 38.5 treffen die Strahlen auf eine Blende,
also eine undurchlissige Fliche mit Offnungen. Durch die geradlinige Fortsetzung
der Strahlen entstehen hinter der Blende Gebiete mit und ohne Licht. Das Schatten-
gebiet ist durch die geradlinigen Strahlen begrenzt, die die Blende gerade beriihren.
In der Umgebung dieser Strahlen fillt die Amplitude unstetig von einem endlichen
Wert (im Licht) auf null (im Schatten); dies ist mit den Gleichungen (38.15, 38.16)
der geometrischen Optik vertriglich. Die Unschirfe der Schattengrenze durch Beu-
gung (A0 ~ X1/d, (36.5) und (36.14)) verschwindet im hier betrachteten Grenzfall
(38.1).
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Aufgaben

Teil VII Elemente der Optik

38.1 Brechungsgesetz aus dem Fermatschen Prinzip

38.2 Ortsabhdingiger Brechungsindex

Das Fermatsche Prinzip besagt, dass Licht-
strahlen zwischen zwei Punkten P und P’ so
laufen, dass der optische Weg AS minimal
ist:

P/
AS = / dr - grad S(r) = minimal
P

Die Phase S(r) wird durch die Eikonal-
gleichung (grad S)?> = n? und den reellen
Brechungsindex n(r) bestimmt. Leiten Sie
hieraus das Brechungsgesetz ab.

In einem Medium nimmt der Brechungsindex in y-Richtung linear zu:

n(r) =n(y)=no+nyy (ng >0, ny >0

Wie verlauft ein Lichtstrahl in der x-y-Ebene, der vom Ursprung zum Punkt (xg, 0)
fiihrt? Verwenden Sie das Fermatsche Prinzip (38.22). Diskutieren Sie insbesondere

den realistischen Fall n| xo < ng.



A MKSA-System

Im diesem Buch wird grundsétzlich das GauB3sche MaBsystem verwendet (Kapi-
tel 5). Fiir numerische Abschitzungen wird dagegen in der Regel das ,,Praktische
MKSA-System*, kurz MKSA-System, benutzt. Synonym zu MKSA-System ist die
Bezeichnung SI-System (tiir Systeme International d’Unités). Dieser Anhang stellt
die wichtigsten Formeln der Elektrodynamik im MKSA-System zusammen.

In der Bezeichnung ,MKSA-System* steht M fiir die Grundeinheit Meter (m), K
fiir Kilogramm (kg), S fiir Sekunde (s) und A fiir Ampere (A). Die Grundein-
heiten des GauB-Systems sind Zentimeter (cm), Gramm (g) und Sekunde (s); es
wird daher auch cgs-System genannt. In der Mechanik bestehen die Unterschie-
de zwischen MKSA- und cgs-System in trivialen Zehnerpotenzen. Insbesondere ist
dyn = gem/s? = 1072 kgm/s? = 107> N und

m? ., kgm?

2 =10~ %

o

g =107 (A1)

erg =

Wegen der trivialen Umrechnungsfaktoren verwenden wir m, kg, N (Newton) und
J (Joule) parallel zu cm, g, dyn und erg.

Ladungs- und Stromeinheit

Das MKSA-System definiert die Einheit Ampere fiir den Strom als vierte Grund-
einheit. Durch zwei parallele Drihte im Abstand von 1 m flieBe jeweils der Strom /.
Dieser Strom [ ist gleich 1 A, wenn pro 1 m Drahtlinge die Kraft 2 - 10~7 N wirkt.
Nach (5.6) folgt hieraus die Konstante k im Coulombgesetz:

1 N¢?
— def 1977 2& (Definition des Ampere) (A.2)
47 &N} A2

Die Konstante k wird im MKSA-System mit 1/4meg bezeichnet. Wir schreiben
das Coulombgesetz (5.1) noch einmal mit dieser Konstante und mit k = 1 (Gaul3-
System) an:

MKSA-System
47 e (A.3)

1 GauB-System

ry—rp
Fi=qqp———
|ri —r2|
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Tabelle A.1 Abgeleitete Einheiten der Elektrodynamik im MKSA-System. Die
Einheit A (Ampere) des Stroms [ ist eine Grundeinheit. Das elektrische und ma-
gnetische Feld wird jeweils durch seine Kraftwirkung definiert, (A.7) und (A.10).
Folgende Definitionsgleichungen gelten sowohl im Gauf3- wie im MKSA-System:
Spannung U = f dr - E, Arbeit oder Energie A = W = U Q, magnetischer Fluss
b, = f da - B, Widerstand R = U/I, Kapazitit C = Q/U und Induktivitit
L=-U/(I/dt).

Grole Symbol Einheit Bezeichnung
Ladung (0] C=As Coulomb
Spannung U v=]J/C Volt

Arbeit, Energie AW J=Ws=CV Joule
elektrische Feldstirke E V/m Volt/Meter
magnetische Induktion B T = Vs/m? Tesla
magnetischer Fluss Dy Wb = Vs Weber
Widerstand R Q=V/A Ohm
Kapazitit C F=C/V Farad
Induktivitit L H=Vs/A Henry

Im MKSA-System werden die Ladungen in der Einheit C = As = Coulomb aus-
gedriickt; zusammen mit (A.2) liefert (A.3) dann die Kraft.

Die Tabelle A.1 stellt die wichtigsten Einheiten der Elektrodynamik im MKSA-
System zusammen.

Im GauBlschen System wurde die Ladungseinheit iiber (A.3) definiert: Zwei La-
dungen der GroBe ESE (elektrostatische Einheit) iiben im Abstand von 1cm die
Kraft 1 dyn = gcm/s? aufeinander aus. Damit ist die Ladungseinheit ESE eine aus
g, cm und s abgeleitete Einheit. Uber (A.3) konnen wir die zu ESE gehorige Ladung
O in Coulomb berechnen:

1 2
ldyn = Qi (A.4)
4meg cm?
Mit 1 dyn = 107> N und (A.2) ergibt dies
cm -10
Qi = 10 ~ A~33-1007C (A.S)

Eine Ladung der GroBe 1 C im MKSA-System entspricht dann etwa 3 - 10° ESE im
GauB-System. Die Krifte zwischen zwei Ladungen dieser Grofle sind im MKSA-
System und im GauB3-System gleich. Daraus folgt

~ 3.10° ESE (A.6)
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Elektrostatik
Die Definition der Feldstirke durch

F=qE (A7)

gilt auch im MKSA-System. Damit ist die Einheit der elektrischen Feldstérke

E N ! v A8

= c=tm™m (A.5)
Alle Formeln der Elektrostatik wurden aus dem Coulombgesetz (A.3) und der Feld-
definition (A.7) abgeleitet. Aus (A.3) folgt die jeweilige Modifikation im MKSA-
System gegeniiber dem GauB-System. Die Feldgleichungen der Elektrostatik im
MKSA-System lauten:

divE(r) = ? , rot E(r) =0 (A9)
0

Magnetostatik
Die magnetische Induktion B wird im MKSA-System durch

dF(r) = Id{ x B(r) (A.10)

definiert. Damit hat B die Dimension

[B]—N— J Vs A1)
T Am Am? m? '
Gegentiber (13.15) fehlt in (A.10) ein Faktor 1/c. Dementsprechend lautet die
Lorentzkraft Fi = g (E + v x B). Anstelle von (13.20) tritt dann

ry—r;

dB(r,) = Z—TO[ 1de x (A.12)

lry—raf3
Die Konstante in der Definition (A.10) von B kann im Prinzip willkiirlich gewi#hlt
werden; nach einer solchen Festlegung ist die Konstante in (A.12) dann experimen-
tell zu bestimmen.

Nachdem B als Messgrofie durch (A.10) festgelegt ist, folgt die Konstante
1o/4m aus dem Experiment. Fiir die so bestimmte Permeabilitdtskonstante (des Va-
kuums) 1o und der Dielektrizitdtskonstante (des Vakuums) g in (A.3) gilt

po=— (A.13)
EpC

Die Feldgleichungen der Magnetostatik lauten:

divB(r) =0,  totB(r) = o j(r) (A.14)
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Maxwellgleichungen

Die Verallgemeinerung von (A.9) und (A.14) auf zeitabhédngige Phédnomene fiihrt
zu den Maxwellgleichungen:

1 oB(r,t
divE(r.n = 200 otEr,ty+ 2200
£0 at
(A.15)
1 9E(r,1) . .
rotB(r,t)——zi = o j(r,t), divB(r,t) =0
c at
Die makroskopischen Maxwellgleichungen (29.14) in Materie werden zu
. 0B
div D = Qext , rotE—i—E:O
(A.16)
oD . .
rotH—szext, divB =0

Die Responsefunktionen ¢ und u treten als Faktoren zu den (Vakuum-)Konstanten

&o und wo hinzu,
B
D=csgE und H=—— (A.17)
I o



B Physikalische Konstanten

Wir stellen einige physikalische Konstanten und Kombinationen solcher Konstanten
zusammen, die hdufig in Abschitzungen verwendet wurden.

Tabelle B.1 beginnt mit den fiir die Elektrodynamik wichtigsten physikalischen
Konstanten. Dies sind die Lichtgeschwindigkeit ¢, die Elementarladung e und (fiir
Anwendungen im Atom oder Festkorper) das Plancksche Wirkungsquantum 7. Dar-
an schliefen sich hidufig verwendete Léngen an.

In Kapitel 5 wurden die Vorziige des GauB-Systems fiir die Theoretische
Elektrodynamik erldutert. Fiir konkrete Abschitzungen gehen wir aber meist zum
MKSA-System (Anhang A) iiber. So werden konkrete Werte der elektrischen Feld-
stiarke in Volt/Zentimeter = V/cm angegeben, und fiir Energiegréfen wird meist
die Einheit Elektronenvolt (eV) anstelle von erg benutzt. In eV ist unter e immer die
Elementarladung e5; des MKSA-Systems (SI) zu verstehen:

eV=re,Volt~1.6-107°CV=1.6-10""erg (B.1)

Die Umrechnung von J = CV = Nm in erg wurde in (A.l) angegeben. Der
untere Teil von Tabelle B.1 gibt einige Energiegrofen in Elektronenvolt an, die fiir
Abschitzungen niitzlich sind.

In der Elektrodynamik in Materie kam auch die Temperatur 7" vor. Die Tempe-
ratur 7 ist das MaB fiir die Energie pro Freiheitsgrad im thermischen Gleichgewicht.
Aus historischen Griinden wird T aber nicht in Energieeinheiten sondern in Kelvin
(K) angegeben. Die Proportionalitdtskonstante zwischen Kelvin- und Energieskala
ist die Boltzmannkonstante kg:

kgK=1.38-10723] (B.2)
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Tabelle B.1 Physikalische Konstanten, Léngen, Frequenzen (siehe auch Tabelle 20.2) und

Anhang B Physikalische Konstanten

Energiegroflen, die in diesem Buch verwendet wurden.

Bezeichnung Symbol Wert
Lichtgeschwindigkeit c 2.998 . 100 <8
s
172 e/
Elementarladung (GauB-System) e 4.803 - 1071 g em
Elementarladung (MKSA-System) ey 1.602-10"°C
Plancksches Wirkungsquantum h 1.055- 10 erg s
. e’ 1
Feinstrukturkonstante o=— —_—
hc 137.0
Angstrom A 1A=10"%cm
Fermi fm Ifm=10"Bcm
n? .
Bohrscher Radius ap = 5 53.10°cm =0.53A
Mmee
Wellenlénge von sichtbarem
Licht (hw = 2...3eV) Asi 4.107...8-10cm
Vgt OC 6 —1
Atomare Frequenz Wy = — = — 4.1-10°s
B ap
Frequenz von o < 1015 o1
sichtbarem Licht w5 =2 Asi 2...5-10%s
Elektronmasse mec? 0.51 MeV
Protonmasse m,c? 0.94 GeV
e? h?
Atomare Energieeinheit Ey=—= 27.2eV
ag Mmedg
2
Skala der Coulombenergie im Atom x 14.4eV
2
Skala der Coulombenergie im Kern m 1.44 MeV
m
A%
Zimmertemperatur, T ~ 290K ky T 290 ky K ~ Z—O




C Vektoroperationen

Die expliziten Formen der gingigen Vektoroperationen fiir kartesische Koordina-
ten x, y, z, Zylinderkoordinaten p, ¢, z und fiir Kugelkoordinaten r, 6, ¢ werden
zusammengestellt. Die Wirkung des Nabla-Operators auf ein Produkt von Feldern

wird angegeben.

Aus (1.19)—(1.21) und (1.17) folgt:

0P 0P 0P . .
—e+—e +—e; (Kartesische Koordinaten)
ox ay 0z
rad @ 8qje—klaqje—i—a(be (Zylinderkoordinaten)
= — - — inderkoordinaten
& ap Lo o ¢ 9z © Y
0P 10® 1 0@
— e -—e — e Kugelkoordinat C.1
ar T 750 T Tomg ag €0 (Kugelkoordinaten)  (C.1)
v, v, AV,
dx ay 0z
130V 19V, V.,
givy = | LAY 1oV | OV
p 0p p d¢ 0z
1 3@V, 1 9(sinfV, 1 aV,
o), emIW) % €2
rz  or r sinf 00 rsinf d¢
(Z)VZ avy)e n <8Vx 8VZ>e n <8Vy 8Vx)e
ay 0z * 0z ax/ ax ay £
10V, 0V, A% v, 1/0(pV, v,
(13- 2o (- e (0125
otV — p 0 0z 0z ap P ap 0p
1 (8(sin9V¢) 8V9>e 1( 1 aV, 8(rV¢)>e
r sinf 96 ap/) " r\sin® 9¢ ar
1 /0(rVy) (‘Wr)
Z — e (C.3)
+r( ar 30 )7
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Aus (1.24) mit (1.17) folgt

D P o

dx2 + 9y? + 72

2 2
A®P = lﬂ(l)a_‘p) 190 o790
o dp ap 02 2 972
2 2
19°(r®) 1 i(s 8_93) 1 Rg (C.4)
roar? r2sinf 96 00 r2sin?0 0¢?
Fiir Kugelkoordinaten kann man die Radialableitung auch anders schreiben:

19*(r@) %@ 200 1 9 /,00
S TS — C5
r ar? ar? + r or rZ or (r or ) €5

Fiir krummlinige Koordinaten ist bei der Auswertung AV die Koordinatenabhin-
gigkeit der Basisvektoren zu beriicksichtigen; insbesondere ist AV # ", (AV;) e;.
Man wird daher im Allgemeinen von (2.27) ausgehen,

AV = grad(divV) —rot(rotV) = V(V-V) -V x(V x V) (C.6)
Folgende Relationen enthalten ebenfalls zwei Nabla-Operatoren:

rotgrad® = Vx(V®d) =0 (C.7

divrotV = V. (VxV) =0 (C.8)

AbschlieBend stellen wir noch die Wirkung des Nabla-Operators auf Produkte von
Feldern zusammen:

V@ow) = (VOLU + & (VW) (C.9)
V. (@V) = V.VO+dV.V
Vx(@V) = (VO)XxV + dV xV
VV-W) =V-VYW+W-VV+VXxVxW) +Wx(VxV)
V. VxW) = W-(VxV)=V-(VxW)
Vx(VxW) = VIV-W) =W -V)+W-V)V—(V-V)W

Die Beziehungen ergeben sich aus der Kettenregel, der zyklischen Vertauschbarkeit
der Faktoren im Spatprodukta - (b x ¢) = b - (¢ x @) = ¢ - (a x b) und aus

axbxc)=(@-¢c)b—(a-b)c (C.10)
Niitzlich ist auch noch die Relation

(axb)-(cxd)y=(@-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (C.11)
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